. .-f-"":;...-—--,.-' =
npo el
0 el

=

,,. Q®
% S o FWD
En este capitulo, se estudiara la general@cién S @aci@% clasicas de Hamilton
y de los corchetes de Poisson, y verehgds que«gs' e@aciongsrde Maxwell se pueden

derivar también de un hamiltoniano &pciado Aktcampo el magnético. En el vacio,

veremos también, que.las ecuaciongs de movgi 50/{@ dlogas a las de un campo
de osciladores, que nos permitira?la de asjcion campo en ondas planas y
estudiar la propagacion y dispéersion las=on electromagnéticas. Esto nos

permitira también explicar la validez gcode/ ecanicistas de la propagacion
del campo e/ectromagnét/coq?de la luz® {U

Debido a la polarizacion faircular de @s ohd lectromagnéticas, veremos que el
campo, ademas de una@ensid@ de e&;ergia?‘y de momento, produce una presion de
radiacion, y que también ee ot(g___mggnitud conservativa relacionada con el
momento angular daespin dasico. v %

]‘b 1 .:.Iu
De las re/acione;.h-fﬂe cofffnutacion detlos corchetes de Poisson del campo de
osciladores, veregig qL_‘lghse deriva un ﬁf*'ncipio de no localizacion y dispersion de las
ondas del campﬂ‘b ctiomagnético, queé s el origen de los fendmenos de difraccion.
L H

Basandose edffa de De Broglie-de'gue las particulas materiales tienen también
asociada t%iér@na onda, SCM siguiendo la analogia de la eikonal en
optica, formulo [&teoria de la mecanica cuantica clésica que lleva su nombre. Hasta el
presente se ha evidenciado que toda la naturaleza obedece las leyes de la mecanica
cuantica, las cuales también aplican a la luz.
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Ecuaciones candnicas para densidades de campo

Sea una densidad lagrangiana que depende de unas funciones de campo y de sus
derivadas  L(®F(x%), 8P ,(x%),x*), que cumple con las cor)é,?ciones de campo de
Lagrange-Euler - y

Se define la .

Con lo que la e€uagione
también comﬁa&

X= x}%.,-: @xl, xz Q
En adelante, el indice B q-aedar'{?eservw des@r solamente al conjunto de

funciones de campo @# (x%).
Se define el momento conju%%:) del

¥
El tensor de energia- ent@anénic

¥ oL N
_‘E.; o .:: S
El signo se ha egcagidoPara que T°%'sea positivo, y de forma que la densidad de

fuerza producida@dr ekcampo sea
\ ]
NS

Sienla primeﬁa Q{Jacién, que define el momento, se puede resolver @# ,en funcién
de 1%, entonces sustituyendo en la anterior ecuacion el tensor de energia-momento

candnico serd una funcion de la forma

Twaﬁ — T‘aﬁ(QB,H“ﬁ, xot)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Manteniendo a @#, 1 como variables independientes, se verificara

7 U
aTua' — (bﬁo-
" 4
&F
=—6,"p, 4O

Las anteriores expres : a forma canonica cowgriante de la secuacion de
Hamilton para ¢ n0S, °d fia jun [ a logo a:‘ﬂh canica clasica
discreta. : ' é‘; % &

Sin embargo la forma covarian tiene ignifi energia como en

mecanica.

265

. ¢ . . '; L, . . L, .
Las dos antﬁﬁ/on% tienen la.forma candnica habitual en mecanica, con @8

como coord s y¥1°; como los
son ecuaci ccié'\riantes, aunqueé-

Evidentemente se verifica

Enrique Larrea Bellod
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y, si la lagrangiana no depende de x° = ct, entonces H = [ 3£ dV no dependera del
tiempo y serd una constante conservativa. Si ademas, la lagrangiana no depende de
®F, habra unas corrientes conservativas y [ I1 OB dV sera /ndepengiente del tiempo.

variara con el ti

odela
R

=
— +
\ .
OU Ot afl ol
, ok awﬁ(sn‘i{@snoﬁ# §0)@
- Q

- e
donde se ha hechos una integraciérﬁ partedy s%lba su@sto que los campos en el

infinito son nulos. =~ il

La anterior expresion que se pu?'é.’reescw Q
du & A
f= %{U'
& dx

donde se ha definido el coﬁete de POi§so densidades funcionales F y G por
8

%
{F,G } =b7{}'@3x déf\%l 59 6F 59 )d3x
C?Vw .Qg" D

8P S11°;  SI1°, 69F
Es facil comprobat;-’\.q.ue veg)@('an las relaéit";ﬁes de conmutaciéon fundamentales
-\ B i
BB GeRP2 (%,)} = 01 (1%, (), 1%, (%)} = 0
1_@. Hogz (%)} = (%, — X2)
R -

De las rela S @g‘conmutaciénwntales, se pueden deducir otras derivadas,
como por ejempld

{®ﬁ1(f1): (”0;;2(35_2))2} = {Hoﬂz(x_z)qjﬁl (%) + 55215(’51 - fz)} Hoﬁz (%) - ("0;;2 (x_z))z o1 (x,)

2
= 1%, (%) {Hoﬁz (1) 0P (1) + 55215(951 - fz)} + 55215(951 - %) - (nogz(x_z)) @1 (x,0)
= 28568, - 7)1%,(%,)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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La aparicion de la funcion Delta de Dirac, es la diferencia entre la mecanica discreta y
las funciones de campo continuas.

Las ecuaciones Hamilton, se puede rescribir en funcion de log,corchetes de Poisson
¥
como

En funcion delftensor de energia-m
momento asociadas habituales ailhs
L) e

s

Al igual que en mecanica clasica, los corchetes de Poisson son constantes en el
tiempo sobre una cueva extremal que verifique las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por
tanto, una magnitud se conserva en el tiempo, si no depende explicitamente del
tiempo y su corchete de Poisson con el hamiltoniano se anula. También el corchete de
Poisson de dos magnitudes conservativas es también otra constante de movimiento.

Enrique Larrea Bellod
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Ademas si G es una densidad conservativa cuyo corchete de Poisson con la densidad
hamiltoniana se anula, también sera el generador de una transformacion infinitesimal
invariante.

¢y
§F G\ ..
ane, ~ on°, 507 5

r )

- S o
y por tanto se conserya ¢ § "b’
» <G

L. . . ‘ ,
De igual fofma, la invarianza ante r6tacio 'antecy Q-de ccion 7 lleva a la
. g oy i .
conservacion proyeccion del momaghto apgllargy* = Jk sobre el eje de

rotacién, y la invarianza ante las t@slacio& It por@g lleva aparejado la

conservacion del centro de energia re;p"éentadq‘p PSy
i e
~o & & K
Sin embargo, la analogia con Iaf(énica reta no §ompleta, ya que 1703 es una
densidad, pero @# no lo es ya %7 son v, *l‘;ﬁ cagnpo.
Para obviar esta dificultad, ss..'z;upone &ca fuera de un volumen V =13 lo

suficientemente grande esfhulo, por tlo Yue puede imponer sin restriccion la
condicion de periodicidagﬁ'{?

:
@ H
CoP(edz) =@F(x+ Ly+Lz+L)
¢ wlr |
De esta forma, se puggle ha§ un desa o% serie de Fourier en ondas planas

iy

L E
35 \;S — Y (a8
ST wal

i

xO)eikn~x +q*% Be—ikn-x)
n

>3

siendo  k, ;@n{g@n&) donde
v 3

representar% junto n = (n, nyny )

Para que la funciéon de campo sea real debera verificarse

%1son numeros enteros positivos. Por n

— gt B
9%, = 4%,

Segun el capitulo de teorfas espectrales, esto equivale a tomar como base para el
desarrollo de las funciones a

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Esto es equivalente a las |nte9rales Fouriggles md@sn el capitulo de teorias
espectrales, cuando se-hace L — oo gel cambigy ‘Q L 269
O

g
siendo “? o

&
¢3?§ Jf? g =
& &
Con estas @(m@& se verifical,

&

{05,” 42,7 } = {pr,p i § = 0
{qkn 'Prpp } 0% fin S8

Ademas como se verifica
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dag P 1 [ 6K

e —Lkn-dex

o G W ) 51,

L
Por tanto, gy fecen a las ecuagjones

Las ecuaciones de Hamilton son equivaﬁ

Ecuaciones canénicas ll‘?:(r:cor
electromagnético Q

& S
Ya hemos visto en el capitult@e teorig@ ionates, que la lagrangiana de una carga
puntual no relativista en ugbiﬁ'émpo electronfagnglico hemos visto que viene dada por

B

Veo &/oo Q:? *:CQ
siendo para una ci‘égpu al gy

5 L
g Ofr o & . S
L= fﬁd‘?‘x:'(%‘(?o( t+V(Z)§+ V/\A)Z)—p(z)+pA-13+p2—m172)d3x

dt la velocidad de la particula.

e & g S
Donde X,.(t) €s @f)‘ﬁosicién y U = dXp,

La parte de la lagrangiana correspondiente al campo electromagnético libre mas la
interaccion con la materia £,,, = L, + £; vimos tiene la forma

£ 1 & - N & = - S
Lom = —ZOF“ﬁFaB 420, = 3"(52 - c2B?) +3°((V 0 +0,A)" = c2(VAA)?)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Teniendo en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos escribir para una
particula no relativista

dL J‘((SL 6ﬂ+ 5L OA

oL di oL 4ﬁr>d3x

dt Tox @t T andr
d égﬁ*
<
™

&
gies cand@i;péra la posicion
Jac am s za de re%, por lo que nos
limitaremos a lastvariables del campo electre 506, S\O I

_oﬁnto 6nicos 1%

Mlasdgmponentes del

Jl% (@,cAY). Para

Para llevar la Iagap‘giana ala onica’se gefi los#!
asociados a ﬁ?ﬁ'w@m pF

cuadrivector de losfs
componente_espacial ser
'

Es habitual definir este momento en form c&nal ,‘9\

P

. 0L oy % ) R
) =2 —sost O 0.4 = —eoF
. g Q 0 ,
donde pori = 1,2,3, demgng;‘os |a%@r_ adagespaciales.
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Recordemos que en la nota covaria y bajada de indices sigue la regla
i
v &=
[+

que se suel@%pre&ﬁwtar como

El momento candnico asociado a la particula viene como es habitual por

L oL L
I, =p(x,,t) = 6_13’ =myv + qA(%,, t)

r
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo electromagnético vienen dadas
anulando las derivadas funcionales de las variables del campo

6L 2L aL 1

5A, ody %A, T 506“?1?’0
que para f =inosdalae ‘ 4 de |a ley de Ar_ré%re y
o .
o 2
i o O\
y para B = 0 se@btiene 45"? \") Q?)
Py
e
i rKd
que correspm o 0 lb'
& CaY @
1 Fe &
Puesto que ademas se verifica que A, Qg O .,‘:P'
¥

e 8L -551,:

Vemos que las ecuaciones de ecugriones uler-La ge para el potencial @, no
son ecuaciones dinamicas, y qu /e}% esgyias bien una constriccion a la

distribucién espacial del pote que plicag a todos instantes del tiempo.

para H a

&S 7 #
PR
L Ses

Por tanto Ia%wség‘d de energia del

goC?
2

El dltimo término sgguedételiminar yaique no contribuye en la integral de volumen
o 1

Mpo electromagnético sera

- 1 . -
H, (V/\A)Z-FZ—%(HA*)Z:SZ—O(EZ-FCZBZ)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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ya que, en el vacio, en ausencia de fuentes, el sequndo término se anula al integrarse
por partes al hacer la integral de volumen para obtener la hamiltoniana total H,, que
corresponde con la energia total del campo electromagnético

«
o
[ro e
'
El hamiltoniano total@nde ﬁ‘;:‘ .
&

siendo la densida m"tO”'a:lﬁu,Iﬁu

dh
A

(ﬁae p. @V ¢
%%@%ucgnula en el infinito

“"E:‘

Habitualmente a Hr para una sola par@bla se I%de in a
Este hamiltoniano es invariante a t@sf aC| n gauge de los potenciales
electromagnéticos ya que p — qA é’mov | Q Q
Para un sistema cerrado estaci ar/o i F$ | tiempo, y considerando que
contribuciones en el infinitogse an wener@® total que se identifica con el
hamiltoniano, serd una constante /nde nte tiempo

'1? E = I-R— stante

electromagnéticos yasgue p Q?qA moﬁ’“l&es

Las ecuaciones ca.@‘r’ncasé% evoluciéon _ :
dcA 67-&;3% _ gt
9x0 % e ¢ 6xi :

3 w
que es equ%nt&g‘ EE

©

>
Este hamiltoniano es Hana@ante Wna transformacion gauge de los potenciales

as variables de campo 4 seran
A _SH oM 1
i Il
at 5174 an» €

Fo—vp-4

y las ecuaciones candnicas de evolucién de los momentos asociados

Enrique Larrea Bellod
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on’, _ 8 _ oMy _ 9% L S P
ax°  ScAl at 9A 0B =pv Uo
gue representa la ley de Ampere. ,.g?
&
Para el momento canonico de# ;&.
== <
N
ya que es [y = | e7 twefmo es qﬁlr‘gﬁte una variable
dinamica. Ademas \ \J A\ o
SN & '*-.

an®

que es la ley oﬁ J' [ én inthca q r ,o es una variable
dinémica, y‘que la ecuacion de Uss es 'ecu n con cion que se debe
cumplir para todo tiempo instante de t/e:n9r§o t.

En realidad ley de Gauss no puede d rse de CIO anonicas de Hamilton
de movimiento. De las ecuaciones can8hnicas si d
'H

oo s &
g 2% 9

ﬁ"
y entonces sera & 'QJ S

iy
$ Jay

1’

1
donde C es una funcion q@ no depen@e del tiéMpo. Que sea C = 0 es una restriccion
externa al método ham@an/an

-",.::.'?/

El que L no conte la @/ab/e 0.y ‘\Wéea 0L/00, =0 indica que @ no es una
variable dinémica giide prepagacion, - su inclusion en el sistema es equivalente
introducir una desgripcion’ele accion mecdnica de accion a distancia.

Ya hemos vistoﬁ&?eo s vectoriales, toda la electrodinamica se puede formular
en funcién qefnponente transversal del potencial vector, y del potencial

instantane oq{b b de las cargas:
&
La presencia de é@mpos no dindmicos hace que el determinante la matriz Hessiana de

la lagrangiana sea singular

et “Lem |
0A%9A"

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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y por tanto, no existe la funcién inversa de las A% en funcién de los momentos 11°,,
condicion que realmente se exigiria para poder expresar el hamiltoniano en funcién
solo de las variables de campo y de sus momentos candnicos asociados.

La existencia de esta sinqularidad es también el origen@e que existan unas

. = o L. . ,
transformaciones gauge deplos iales e/ectromagn'@tos. Si el numero de
- iz Hessiana,'-@tonces las soluciones del

N "'i» .
ar

sistema contendran bitrarias de las variables y de sus derivadas y
e, . . AN Wiy
existira invarianza T -\l +

A

de una funcion® arbitraria que
anteriores capitules. W

P _.Lxmw =
Esta restrlccé_n es e

_ por /q'_‘;fyue lo o‘t' lales dependeran
ﬁa lugar ‘al @ elecg ét/ceoya visto en
. st / I "E’ 'QI
¥ i »
onesxde las @ itz para que la fuerza
de Lorentz|sea una 3 ya Vi SQ elﬁulo de teorias
dindmicas. - *e)

. _ =, .
Garay hace la observacion de que la Ia@de Gﬁpﬂsto es una ecuacion de
restriccion que se conservativa, se pugéde con %}om generador G de un
transformacion de los potenciales &

—— - =er§~{? ‘\

El corchete de Poisson para un n#ismo i @te‘_?rifica?

a '!g

(A%, 6AG} = f {AX(F 1), 847 - @(a? t)}d@
&

=)

Voo
x 3

>
3
A, D{AXE, "‘5/1@1-17_397‘, )
V£ ¥ ¢

Vi 5’1(’?"”‘?;@?% ?‘5"‘33]{\:_ '@%--,Vw

3(x — 20, 0A(X, )d>x’ = =0, 6A(X',t) = 5AF
By
o
Teniendo en cwq@%’:c =2 (E? —% B?) se obtiene el tensor de energfa impulso

SAGE, )0 { AR, 0), ML, ) }d3x

l‘%"’.ﬂ‘wrr
W

g

o R :
del campo elau mk ético libre tendra gomo componentes

RIS 1,0, - Fod = - o,

. £ = . )
T2 = (E* + ¢*B?) + 0,(9E")

TO* = cepey i E/BY + cey0,(A'EX)

T = cegeyiE/BY + cepey,0;(BBY) — £,0,(EX)

Enrique Larrea Bellod
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Los corchetes de Poisson para el campo electromagnético en funcién del los
potenciales dependerad del gauge escogido, por lo que en el vacié es conveniente
utilizar el gauge de Coulomb en que se anula @.

Sin embargo, los corchetes de Poisson en funoon de las cgfﬂﬁponentes del campo
= - '\-.

electromagnético E oB ._'l,-"" epen au é"escogldo Teniendo en
< ' g laciones de conmutacion
fundamentales

(E*(,,0), E' R -0
(E*(3,,0), B' (5, 0)) = ——{n"(x 0 ém. -
wﬂ- S

donde (k, L, @% u

Vemos que'solo €on

iguales. Utilizando la antefior u bidn se véyifica
, R, q? S Yb
(V- EG.0fB'(,
1‘&
Puesto que ademas V-E conmuta é’n E y p anto una constante de
movimiento mdependlente del-tie Y pO era mpre si en algun instante
se anula, resultado que ya habiamgs' obtenidy’ a or te

Los corches de Poisson son tamtién @
ecuaciones de movimiento. &; .

alt |va equivalente de definir las

chetes de Poisson fundamentales
cuaciones de Maxwell de la ley de

A partir de las relaciones dgi€onmutacion
antes obtenidos se puedefyf también deriv

Ampere y Faraday en el @'ao s@:fuen %

B — 9B = 2(V A B)"

De igual forma se obtiene para el campo de induccion magnética

0,8 (%) = (B* H} = f (B*(, 0, .2, ))d*x = ~(F A E)*

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



08 Teorias candnicas del campo electromagnético

En el caso electromagnético, el potencial vector cumple con las ecuaciones de
movimiento

A D) = (A H) = f (AG 0,92, 0)d*x = f fic, tié% @, 0} dx
. ® 0
Voo o = Ve

- 5 4

t) $)d3x' = — Hel(%, t)

que corresponde
que habiamos el

€o
[+ »
- w
0 obf,eégas anterforfagnte con @ = 0,
» _pIi@es parg %bpe de Coulomb.

N

Medlqulte un calculo similar, se _:}}: . 3 RO? la e@,aaon de su
evolucion con el*iemp 8 é) A/
- - 'M '
Q..

QM) = { o | > Qﬂ’g" *AZ)Z}de‘

s . e
Ambas ecuaciones son las mismas q@'ya obiyVifigp antghiormente mediante las

. 5 E‘ .
ecuaciones de Hamilton. b= ‘Q é. "9*
eré

En funcién de las ondas planas, el gamiltonago v

Enrique Larrea Bellod
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Ecuaciones canonicas para una particula en un campo
electromagnético

o ] .
En al capitulo de teorias vanaoonales definimos la densg?d lagrangiana £L,,; =
L. + L; de la materia junto iccion con el campo elétromagnetlco como

| '.:’ f;’i" _ "w\

Lmi f{ —PomC E?Cpou ‘Aa ..
Al 1y
Puesto que est re Jhomqg§nea Qg:gg?) 1 en U%, el

hamiltoniano asaciado es nulo, ya que % . ‘t )

) M il B i ' gua @ -~

[ oo e W - Q SO
Por ello, es [rnecesir|q dificar la la rangmnégara po Pr ene& ecuaciones de
evolucion m@:@una amiltoniana y %ﬂ‘* &
Existen varios métodos.para obtener el =hamilt ﬁnoﬁ d@os basados en los

multiplicadores  de Lagrange empleaf@o ¢ dicigigs auxiliares algunas

constricciones relativistas de las varlab@ dlnarmqas Q) -b
"

Uno método muy utilizado, es em ar Ia d@n dq:nvarlanza de la norma del
cuadrivector de velocidad

/)
w
A...
Definimos ahora la Iagrang a de sticuldifue interacciona con un campo
electromagnético por i R
-.. @ -
i 8 Frid
& partle\ftlb_l libre lnteracaon e.m

En esta Iagranglanei} ahor&r Ia masa
Lagrange de la co&\é’aoné&xmar de lig

Esta nueva Iaglﬁn% en el proceso:

. ] ! .
lleva a las m%eciépones de movim

Ahora, el o} Lctromagnéti%ene representado por los potenciales A%,
actia como sistéma externo con el que interactla las cargas, y las ecuaciones de
movimiento de la materia vendran por la variacion respecto a las coordenadas x*(t)
gue resultan en las ecuaciones de Euler-Lagrange

d ((’)L‘mi) 0Ly 0
dr \ du“ axe

en reposo actua como un multiplicador de
Jra U*U, =

riacional es equivalente a la anterior y nos
to.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



08 Teorias candnicas del campo electromagnético

Para una carga puntual, volvemos a obtener la misma ecuacién de dindmica del
movimiento que obtuvimos para la lagrangiana inicial.

a

du
—=aF U 4

Al ser

9L O
3= 7 moug@

& \
donde ahora las x% representan las ¢ éﬂenada&deﬁilci@ la particula
P L
.
@ (C"g'ﬁf)) N 279

-
— X =
s

a%lall?ara @pa carga puntual tomara la

)
h

La hamiltoniona definida coméﬁ%s
expresion &

}[mi(ﬂa,x“) = ‘U“Héfﬁ‘mi =}

&

Se verificara entonces b‘&}' %:-

5 2 . ) .
Por tanto, Iaﬁh _&s canodnicas de mavimiento para la particula seran

0,
X'$ G

@) dt o,
dil, _ OH i
dr = 0x@

Si 1, es el momento a lo largo de la trayectoria real de la particula, de la definicion
de I, debera ser H,,; = myc?, de acuerdo también con la conservacion de la energia.
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Usando esta ecuacién de la energia, podemos despejar II, en funciéon de las
componentes espaciales obteniendo la relacion

Iy = Mo (11, x%)

—

\ Y
Lmi i O
y considerando las ecaiadones canoni€as para
L9 =
o 0"

dm, 9T,

- ;'-'f'd'“xoé oxt

Si se define a 11, como Ia"ﬁamil.?iana t@
a. H

&
W
L'

k-._:I

m — *

se verificaran entonces las e@acioneg@ |

|

r
De acuerdo con es@ definicion H,, se compota como la componente temporal de un
. —y L, . . ..
cuadrivector. La uag@nes canon/caunque son invariantes relativistas en sur
forma; sin emb ! n@itienen una for a covariante.
o i
La covarian u@ condicion sufici
relativista. @"ﬁ $ '

pero no es necesaria para la invarianza

De la definicion de #,,,; y H,,, se obtiene

H, -,
(— =2+ 20y - (1 - qA)? = (moe)?

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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gue una vez resuelta nos da la hamiltoniona relativista de una carga puntual en un
campo electromagnético

= q(25+c\/(moc)2 +(IT qA)2 ‘{?

FY @
oS P
: { /)
- § o S
Vemos que q asoﬁa 0 @po@cn gnético.
. %«

Que el momento que aparece en el hamgftonian car en un campo eléctrico
debe ser reemplazado por @'

281

relaciones de conmutacion y
veremos, esté también rela

Otro método de m caréﬂagranglahﬁipara una partlcula relativista es utlllzar la
relacion de acopla toﬁ!mmo como
Lagrange, 1

4@ My += qA )
lo que nos @@rlaté'as mismas echue las obtenidas anteriormente.

Los corchetes de@msson a aplicados a las coordenadas de posicién con Hamiltoniano
nos reproduciria otra vez las ecuaciones dindmicas correspondientes a la fuerza de
Lorentz.
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Ecuadiones canonicas de Hamilton y de Lagrange para sistemas de
particulas disaretas

. . . . ) )
Consideremos ahora una lagrangiana de un sistema d|screto,,<_'g‘no el de una particula

en un campo electromagnéticefexterfio=: xé-.
ir,. - {1 ) :::F

Como el sistema dé'coofdenadas carteslar -_una dgfas muchas , r&fresentaciones
posibles para un I ante supondremos qua{:a\ | ngiana es una
funcion general%L(q¥, q% t), de unas ‘coordena £ q"(t) , y de sus
derivadas respecto al tiempo dq/dt = qf @) q‘?

Sea C una cuf‘vé"“:eplﬁe dos igstantes t; y t,;
definimos Ieﬁ accign ¢ &Ea curva de la

Iagrangianak

pardmetro infinitesimal
et

o]

%k ;
(q,t#
g

La accién perturbada &
&

Er' <~'§7t2 ok k .k k
S(e L + &n”,q% + ent)dt
o3( )..q_ , (Qa ﬂr n-,q; T].t)

——
1 R

Q
sera extremal cuanq&se verifique Y
& 45) {y
S . & _f
S EEIm—— =
A J

—n*+ a—Lr)k)dt =0
@ >0 dg t

aq¥

o b
Integrando rtiﬁl segundo térmifiorde la integral, y recordando que n* se anula
en la front se@a a las ecuaciony

de Euler-Lagrange que determinan la curva C
gue hacen estaciGfaria a la accion
0L d dL _
KT agk dtaqk

La accién y la lagrangiana gozan de una serie de propiedades que conviene destacar,
y que serdn utilizadas en otros capitulos.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Una de ellas es que como la accién S(C) debe ser invariante ante una transformacién
de coordenadas, la lagrangiana de tener la siguiente propiedad de invarianza anta la
misma transformacion de coordenadas

~ 3
£O.1) =L(a"qbt) &
siendo la transformacion é‘?
‘q‘ &
S
De las identidadl O\ZO ‘O‘
O Q?)
ST o
_ 7
se deduce qd’é"’*@: . é’ﬁ '
L ‘Q., E“

k

- 7 ! :
oL ' L dq* ~ aL a oL L a&k \
i Sl B o all n

g% ~ 9qF aq* | oqk

. k _ k = Q > "
siendo g = dq"*/dt. -
qk = dq*/dt. ‘E’é db Q é

El vector de Euler

gradiente (9;). ' erv_s;nos que (g%
vector contravat e, @

= s
A las trayec qu& anulan el ve deiEuler (E;) =0 se le denomina campo de
extremales.@"ﬁ & ' .

Puesto que (E;) se transforma como un vector covariante y se anula en la curva que
hace extremal la accién, entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange conservan
invariante su forma en una transformacion de coordenadas, lo que se denomina
invarianza canonica
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oL d oL 0
aqX  dtaqk
Ademas, la lagrangiana debe ser una ecuacién homogénea de,?rado 1 en g%, ya que
si se hace la transformacion 7 _z integral de la accién 'Q@be ser invariante y por
" \Q

r—~

llvector d e-Eu que pasa por un
inado S S
'

Se define los momentos-candnicos com ‘?
.

Por tanto e
punto dete

Sd) det

4 .
entonces, se puede mvegﬁf la aoé\ resar q% en funcién de los momentos
canonicos o =

oH opt 0L ¢t
OH _ ey @ %
0px

oH dpt 0L  IL d¢' oL

50 P aqioat T odF

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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OH 0L
at ot
Sobre la curva extremal es (E,) = 0 se verifica que

y entonces

- O
{Eﬂge COMAIEVOluEID Id@m’ ntogepn gl tiempo
a-problemarfisicdcorres dg'@la tréyectoria real.

i ol
plemente una co)@ec.&;?mcia a definicion de
S men d

lo que nos da la ecuaciéon dindm

sobre la curva extiemal, quese

La otra ecudcion g 5 QH /dpy, €s S
los mom%ntos canonicos, y no_es pr %?u\rﬁ,ecuéon inamica. Las
ecuaciones ] ||tor-T:“‘ . A Qj' S
£ k(S Q o
c dq .3 OH g
e QN

curva extremal de la acciongypor |

i ‘E’ q
nos determinan cémo evolucionéﬁ Iasﬁenbﬁas y fémentos generalizados en una
ecuaciones de EuIer-Lagran@ que sOM qu grado por las de Hamilton de
primer grado. & 1 K
@ N
Ademads hay otras dos re@ﬁone&pbten&das
o a8

¥ 9 oL
¥y o§
N3, oL
S & - TS

hamiltoniano

Ly .
gue nos indic %ﬁu;ﬁsi la lagrangiana L no depende del tiempo, entonces el

conserva e e , Yy que en chos stemas estara asociada con la energia
G om dH 9H dg* oH d
ot ot dt dgk dt = 0dp, dt

También estas relaciones nos indican, que si la lagrangiana L no depende de una
coordenada g* (llamadas en este caso coordenadas ciclicas), tampoco el hamiltoniano
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dependera de ella, dando lugar a que el momento conjugado p* no varié con el
tiempo.

oL oH d oH
o __ = Pe_

las simetrias de L
gue se conserva

"’b%
9.
9s

,@es @riaci()n dela

Estas simetrias pmqen verse .m

lagrangiana st ayectoria pero rn&“ﬂend%ﬂhora que las
condiciones|de frqpt P A
QT
, L Q1 d(d
8L = — Sq'ed " — q
aq" dtaq ﬁ %S dt \aq¥

En vez de t podrlamos utlllzar cualq g otrosQa to mtegraoon cualquiera,
siempre que normallzaramos Ia la glanaédraéque @negral de la accion sea
invariante. — oy Q 4\

Q AN

)
v @
DL N

e “ﬁ 7
6’S=6’fL(q",t1@t= f : *6ty) = |pidq + Lot
| B

La anterior ecuacion no%‘\dl e Si 5|ste a es invariante ante una transformacion
8q*, entonces es §'S I$QU|enfe:—mHgnltud G es una constante en el tiempo,
siendo ]

La variacién de la accion vendra’gga po

i
55" ;%qk + L&t

AGsele denorgﬁbﬁ{;e& ador de la transformacién invariante.

Si el swtema\i’&vi&te ante una t an Ermacién de translacion de la coordenada

8q* = sa* %ngﬁ?‘el momento ONico™p, serd una constante de movimiento.

Mayor interés ‘tiene las magnitudes conservadas de las invarianzas ante las
transformaciones del tipo §q* = eXq' debidas a rotaciones espaciales o de Lorentz,
gue seran analizadas con detalle en el capitulo de teorias de los invariantes.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Campos geodésicos. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Sea C una curva g* = gk (t) que pasa por dos puntos P, y P, en los instantes t; y t,, y
un conjunto de superficies S = S(q*,t) dependientes de t@mo parametro, que

sobre la curva tomaran el valorS=sS€g (t), t) y variaran en jé(ﬁ'cién de t como
=S¢ +§q,’§ .
i
Definimos éﬁ »° )

; E?Jos p%’@s,@ P1§E de la curva

Si calculamos la m&ral de cqmlﬁ

obtenemos /== * J:?? '-3' Iq,;lur
a 5 & v}"qb @
') = = (0P - S &)
Pty A" % ﬁq‘; "\.u
Es decir, las integrales I*(C) y I(C) sofauwalg\_ de@lentes de la curva que
une los puntos P, y P, ﬁ ‘QEJ é. ,‘?.
o i (C) © =@%Q5(1é

Ademas, las curvas extremales (@I (©) n misfqu que las de I(C), por lo que
segun el calculo de variacionesgson integrél i

ul tes.
Este resultado, también es &uivalente
£ y
toma valores constantes ) =c¢; g S(
independiente de la cur@ extragpal qug ur}'
de los valores de la acc 0s p )

Se dice que existe ur,itamp@eodesmo* )

PRI

El campo ge\@co@ede con5|derar omo un sistema ecuaciones diferenciales,
que define@? nto de curv Sea gy (t) un miembro de esta familia de curvas
que pasa por los@untos P, y P, en los instantes t; y t,. Sobre dicha curva del campo
geodésico se verifica

cir, gsie entre dos superficies en que S
{, 3 C,, la integral de la accion 1(C) es
0s puntos entre ellas., y depende solo

=0 para g% =9y (" 1)

y por tanto
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Pr = S,k(qi; t)

Sustituyendo la anterior expresion en la ecuacion de definicion de momento candnico

cuyas soluciones S(q* t) son la accion @eterm&pq) @amp@eodesmo cuando son

introducidas en las anteriores expre5|o ~ Q@

La solucion general de la ecuacio c‘E’Je Har&‘or&—Jac etermina totalmente la
evolucion de la dindmica del siste y es aﬁnte S ecuaciones canonicas de
Hamilton. Si S(g¥, t)es una solucjen de Ia@ @ de@ ilton-Jacobi, entonces

Pk = S@(q t) "4 S

Se puede obtener S derlv ola ecuﬁlc ilton-Jacobi
'A.
B
gf k + I"%.k Slk e 0

con lo que obtenemegsotra ‘(bz las coné‘cﬁﬁas ecuaciones canonicas de Hamilton para
la evolucion del mp

a‘-j-
Las superﬂcr&@

pueden tam' Sidentificar con las integrales de la accion para
el campo les. EI campo ‘de.las curvas extremales cortan ortogonalmente a

las superficies @ gue la accién es constante. Es importante observar que (py) es
normal a las superficies de accién constante S = Cte, y por tanto, es tangente al
campo de las curvas extremales (trayectorias fisicas reales) que atraviesan a dichas
superficies

nl:? pkt=_H,k‘0 FTIRTE
a

Pr = v)ks

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi es equivalente a las ecuaciones de Euler-Lagrange, ya
que dan las mismas soluciones para la evolucion dinamica. Sin embargo, Lovelock
afirma que las ecuaciones de Hamilton-Jacobi tienen un caracter mas fundamental
para las leyes de la naturaleza, que las de Euler-Lagrange con 9& integrales de accion
extremales. El paso de /a me anica elasica a la mecanica ci nt/ca se dio de forma
) m=Jacobi, por lo mgros en su interpretacion
0 -:-...- *’.\o para lagesolucion de /os problemas

o o __"\\. \I ¥
| | ML &

La solucion genefal d on
donde N es numero de coordenadas g

ondulatoria, y fue el
fisicos.

PS 9

FY @

Haciendo L D
}‘-"q:b' @

lak)%v 'k
, N0 T
y despejando las g¥, se obtlene Ia soluc@?gene k 2q* (B, t).
Las 2N constantes ay, B se pueden etermlra'dg. ag iones iniciales para un
QO /S
instante determinado de q ™ ‘3’ Q !\
Que las B son constantes se co ueba e la aldad

df _ 9% _3%S aql ﬁ,r?az as)_o
dt = da,dt  Oa,dgf dt aa oy aak at)
u

Consideremos ahora un sistéma estao@nar
no dependen explicitamgnte de&}iemp&. Ento
de Hamilton-Jacobi se reduce L

e la lagrangiana y el hamiltoniano
ces poniendo S —» S* — Et, la ecuacién

e
A~
donde aho%@os tomar ay = iFhacemos al igual que antes

0S(q', o)
aa’k

Br =
siendo By = —t, obtenemos despejando las q¢, la solucion general

qi = qi(al, L AN—1, E; ﬁl; [ BN—I,t)
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Ondas materiales

Las superficies de S constante se pueden considerar con frentes de ondas que se
propagan en el espacio de configuracion de las coordenadas geﬁbralizadas.

En un sistema estacionariefssi -
S‘(q(’)c' to, @) = So en elZinst

acuerdo con la e Y
ING
0= —E ‘?.@Ms
e
Ny, _BAL' ) y o9 @
If_‘_% ¥ S £ = §§ @.’
4 | — ’ P q‘
Para una pJQ’C#I:men eL aci ' [ [ Ség v%cid e propagacion de
un punto del e de ondas_serad v, =#s/At. ﬁa pe@ula no relativista la
ecuaciéon de Hamilton-Jacobi sera L (*2]
- S
y por tanto e
con lo que sera
ds, & F E
1_7f = —{F — = [ —
érc. |p J2mgE, mov

vector con el gau:?"de Caulomb, verifice

X ) 0
&%c g’ (v2 _Z W)A =0
Si suponen{%u{%@es una ondaMa

A= Aoei(kso(f)—a)t)
se verificaran entonces las ecuaciones

P24 + (n2(®) - (75,)") k24e = 0

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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2VSy - VAy + V2SyAg = 0

Se define la longitud A de onda como

2 L]
e —— -5:?
2 c ;é
Si el indice de refraccion ‘distancias comp les con la longitud de
ondas \ ? ;:F ’
N & oY
9 o' %)
F o
entonces S, verificara la ecuacio "1'3" "O
r.0
S o
L 2

Es necesari
constante d

y por tanto

como era de esperar. Las \gﬁ?;ida@qiﬁse Ue los frentes de onda de la
i

mecdnica y la optica estén@w una invghtida con respecto a la velocidad

propagacion de la luzy la \gbcidad de Ea partic
G §
. C by E
= — % e
& '~"‘.‘.'$ n_%".t(_)_ myv

|

& é‘ 6ptica | - mecénica
oed .. .
Se comentar que pdientrasas superficies épticas S, se propagan con el tiempo real en

el espacio de coo'@ienad . la propagacién de las superficies S* no corresponde con el
movimiento eny pogteal de una particula, y la analogia es solo respecto a la forma

y las trayect(l@ﬁi“ . § 1
$ «_ P
o ;
R &
Todo esto sugiri(g% de Broglie la idea de asociar a una particula una onda de materia
con nimeros ondas y frecuencia hk = 3y hw = E

Si en la ecuacion mecanica ponemos E = hw y vy = wA/2m, obtenemos la célebre
ecuacion de de Broglie, que asocia una longitud de onda A con el momento de una
particula no relativista myv a través de la constante de Planck h
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h
A=——
myv

Si a la particula se le asocia también una funcién y que verlflqu‘%;la ecuacion de ondas

g
#
S o
i ponemos o
P & Y.
! - —iwt "? w ‘o
Y EPo(X)e ( )
oS
Obtenemos la gélebre ecuacié e la fecapita c@tica de una
particula noﬁlﬁ;ﬁ@ X @&‘ 3
it ; ad 3 Q“
et &
. / |
- : I - ) .‘@
Que se mantenga relacion § & § 2
. F o~V
=0 & LO
AW
Q
es debido a que (E, Cp) y (w chsson cu res un espacio de Minkowski, y
por tanto, se mantiene invaria ante I rmagienes de Poincaré la relacion

—c? p wz EZ)

el limite no relativista. Porqué la
te de Planck i, es uno de los secretos

gue es equivalente a la "b‘nterlor exﬁrea
constante de propor %ﬂld la épns
guardados todavia po&nat I
Si consideramos una-?amcuf;l relat|V|st eg un campo potencial escalar V, entonces se

verificara -{;'- A
'Q" B
ﬁ a'? E=mc>’+V=cp’+V

. O , ;
y el cuadriv df;@nergm momen

ecuacion d %?
@)

Para V =0, obtenemos la siguiente relacion dispersiva de la onda que se ha
comprobado experimentalmente para electrones libres con altas velocidades

(&) -ree

s (cp® cp), por lo que se verificara la

(E —V)? —c?p? = mac*

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Esta ecuacién también se puede interpretar como las componentes de la
transformada Fourier de la ecuacién de ondas

&
que es la ecuacién de K ecanica cuén‘q@?relativista para particulas
con masa sin espin. ;:F
S R & 0o
# ’ "i‘ i ] . m
Representacion del campo electromagnéticoen gnidas planas
N

)

electrédfagnétice vepifican
: é?ﬁ 3

{/
Ia)
c
Q
o
o
-]
)
(2]

Hemos visto que&i potencia@iﬂheampo
_ N =

Fh?“ Ixtox APs J_ b .'S.Q lb.
| 12 I
‘ L [ | Yo N¢ Q E‘
con la condici icional de tz q;b g-' é’
L - S &
Hemos visto que la densidad hami|§iana d&:'ca,m o’e@omagnético libre en el
vacio viene dada por = ,g-l @ ,;:"h
e 81 % % §
H, &— ;ﬁv/\
5 2¢, § @

que no depende explicitame@?del P escegdar @ . Por ello en los tratamientos
hamiltonianos, en el vacio donde no hay THenteSy, es conveniente tomar el gauge de
Coulomb div A =0 en,ﬁ_‘que § anula el potencial escalar, y trabajar solo con el
potencial vector K

=2
o

£ a

o :
Ademas ya hemoq‘kéﬁstoﬁ entes se verifica
% $ 0%.F=0
3 & e

Por tanto si™l; -E es nulo Minstante de tiempo, lo serd también para
todos los tiempos.

Con el gauge de Coulomb, el potencial vector es un campo transversal puro 4 = A, y
A, = 0. Entonces, el campo eléctrico sera también un campo transversal
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. 04, 7 -
T ot y L=
Puesto que 4 verifica la ecuacion dalambertiana ,g?
&
- - > "Q 1 aET - - >
0=ax”6quT = -V VA’E.&__Z__ \Y VAT
& c? 0t
Por tanto el campo tan una §orma similarsg Jas ecuaciones
noni ¥
canoénicas 9 0{ 7y
LY 0D
NS
§ &
w

. )
. o o N ey
-~ La" 5§ G @.ﬁ" >
: ! - P .} m
F S S
. i 5 , ., . .o
Estas ecuacion n gau INnvariantes. emas@ t&lené/arlantes relativistas

de Poincaré i na f iafle Q9 A
e Poincaré aunque no tienen una orm_g?ovana& ¥ <

y también que

Derivando las a&b
ondas
3

. S -
=—CZ£0V/\V/\E=CZV/\V/\H=CZV2H

gue se corresponden con las ecuaciones de osciladores armoénicos de las componentes
del desarrollo Fourier.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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En adelante eliminaremos el subindice de ﬁg, y utilizaremos la notacion simplificada
para designarlo como 17.

Hagamos un desarrollo un desarrollo serie de Fourier en ond@ planas del potencial
vector

¥ L b Y‘
Siendo k,, = ZT” iy _ J *%feré%ositivos. Por n
representamos @l conjunto n = »,,'.; 3) @ pésftivos y V=17,
Evidentemente se verifica

r=
B

£

N = -
En adelante omitiremos el subindicebrﬁrepre G&a@os @implemente por k,

-z 7 2
entendiéndose que La suma se hace soppg’todos Idres les k = T” (nynyns)
. ~

if.a __1“.-_ 0 X ““'*ﬂ @—ﬁé-f
FAt3, A o (X )quqﬁ T ) 295

. 1 : .
M (x*) = - (P @S{,‘?-l— *gg(xo)e“" x)

g
La condiciéon de de que se aé:l,e la dive%g
o ‘:i ik (a:tt (x

T ht

O=W§'

& & W
Es decir, las compor).shtes @Jrier de las
k de propagacién;‘i" g’ i
s 3
&
[¥] j
Tomando cqﬁ"b dos direcciones

propagacié@ﬁar@bs
., ©

%o = Woho

togonales en el plano perpendicular de

Donde é;, y é;, representan dos vectores unitarios perpendiculares entre sf y

ortogonales a la direccién de propagaciéon de la onda plana k, que verifican
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k-é;,=0. Por o se representa las dos direcciones de polarizacion transversales
posibles de las componentes Fourier del potencial vector.

Puesto que & ,, &, v k/|k| forman un triedro de vectores unitgffos sera

Por tanto, el potep€ial
A

296

siendo

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Ya hemos visto antes que las componentes Fourier verifican las ecuaciones de
movimiento

lo que nos lleva t
los corchetes fur

Qnes ar
i

q}jnicas \btene

S QA 297
Las nuevas componentes ay Uvel;";%an Io&@es d@isson
- 8-

—’n%}m.r

Il
o
==
o)
—
Q
w
D
o
@
o
[0}
wv
Q
=
=
S
o
M
o
C
=,
D
=
%]
D
=
[N

Si definimos el cuadrived®r k & k
~
entonces g ,‘\_%:'
& = > B
» Qe - % = Koxg= wt —F - 7

. @, . g e
y el potencial vect@"en eldﬁoo sin fuentes, se rescribira como
q L
i 2K .
A(ﬂ?h =% (e,;,aa,;,ae_
‘Q‘s. = ]
\at,/ é i
R (o0 G o, _ar o
k,0"k,0 k,0"k,0

QWL

e A

X—wt 3+ o+ —i(kZ-wt
)+ € %0% o€ ( ))

De la anterior ecuacion, se desprende que el potencial vector en el vacio donde no
hay fuentes, se puede considerar anadlogo a un sistema de osciladores armonicos, con
oscilacion transversal a la direccién de propagacion de las ondas planas parciales.
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Por tanto, el campo electromagnético se puede asimilar a un sistema de osciladores
con un numero infinito de grados de libertad. El campo electromagnético esta
definido por el estado de las amplitudes de los osciladores ay ., que se pueden

considerar como las coordenadas del campo, cuyas ecuaciongeg@e movimiento vienen

El momento canénic g“:{"f

= = 0/ :'. *Ia N !*h‘*»
i=—&F EOH = _W iw(és éel(kg"'mt) _ "\g‘a“ —i( x—mt))
%0 ’ .
i @ >
El campo eléctrithqg.éje indugei das p@ssgen&ces
— = "'H'
e S 2

Corchetes de Poisson para egﬁnm% ﬁttromagnético

A partir de la representacion de<8ndas @g‘:& o en facilmente los corchetes de
Poisson del potencial vector )@J mo @jug para el gauge de Coulomb

A DA GO} =0 ([5G0, nk;ézz.‘t‘&:

o g o
{Ai(x, 1) (% 0} = 1 el @ikbﬁ:ﬁz) - il — k'l PR (0—Ty) —
1Y) i 2 - V k0. % "'V _)2
&”Ea .Q?&r ?Qr % k
5 ety —(;—Z dy 0 eik-(f1—x2)ﬂ. 5( - £) 19 9 1
=5 e ¥ - i > X1 —Xy) ——————— —
V L VL ﬁaxé 2 34 ! ¥ am 0x; ale |%, — %]

k .1:5" k
Esta ultima rel@m‘éﬁmbién expresa_g a relacién de conmutacién con el campo
|/ . iy . bl X
eléctrico \a"u’b é q
. , 4 80, — % 1 a4 9 1
W0 ED) = i, 0,00 Gy = BB, 1 0 0

& 4mey Oxt (’)xé |%, — %,

N

Es de interés obtener también los corchetes de Poisson para diferentes instantes de
tiempo.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Es de interés obtener los corchetes de Poisson y las relaciones de conmutacién
también a diferentes tiempos

{E'(%y, 1), (3, 1,)} = Veo Z kge~ |k|sm (k (X, — %) ‘éﬁ)l(ﬁ - tz))
S
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y por tanto é?

=eorm) \“@H"

& 0 ai

1 ~ Qg ~

|(6<lx| ﬁ‘g O+ & -r:?
&

{FiCi, 6), By 1) ;’ D[

De igual forma se obtlenen:,. \5:7 §
8
{B'(%, 1), B](@tz)} %"E{El(xr\ o3 %y 15)}

{B(%,, tl),.g’b%cz, tzp CLZ (

Los corchetes da'% de las comp lentes cruzadas del campo electromagnético
vienen dadas

(9% i3 1)

(el’c.leéz - ek 1% 2) |k|sm (k (X — %) — C|k|(t1 - tz))

o

Vso L
k,o

Puesto que
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kl
j j 2 = ) =
ek1€E2 —ekleﬁz Eiﬂ(eklAe;’z) = Siﬂm
sera entonces 4{?
{E' (%1, t1) Bj(fz. C|k|(t1 - tz)) =
©
O\

Veremos mas adelante que la funcié I_a@ directa con la
funciones de Grie‘r;y las teorias gmc_ausa CQQ {g,

. ~

[ S o

Ondas planas I\

ondas planas viene

PR
& z . & ~ Q? Y
ﬁz_o iw(‘:@ dﬁﬁﬁ'f_wt)@ 3% a’f}@'@ f—wt))
\/V—» fo=— ‘bq éﬂ & -

Como hemos
dado por

ko
En el caso de una onda p/@a mon una sola frecuencia, el vector
eléctrico y  magnético sbh perpend/c tre si y estarian en un plano
perpendicular a la d/reCCIot? de propaga't/o e la’onda plana.

La energia total del carﬁ)o e roma@e promediada en el tiempo vendra dada

por Q;? L {i

w Hi:}gé; (E2 + c2B?)dV = 2502 klag ,a';,
'S oo
£ o

El hamiltonia e goincide con la ene
funcion de topkdel campo. :

El momento li eé{)tal del campo promediado en el tiempo viene dado por

ja de un sistema de osciladores se denomina

B=G= sof(EAB)dV = 2502c|k|kakaa o
ko

Vemos que se verifica que |G| = W,/c como era de esperar.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Cada onda plana parcial lleva asociada una cantidad de momento

y de energia

Los vectores unimos éx
k,o.
-

cada onda pfanaparcial,

que definen las dire

ﬁr d@m@éctrico para

@ndi res entre ellos,

r@bla demas verifican

€1 N Ex, =k/k, porlo endigufar a la direccion de
propagacion. ; - i

P

- > . ! . -‘k . . n . : 2z
Los vectores €, y é, definen dos dig C|one;§@|za lineal. La polarizacién
circular vendréa definida en funcion desps vect@s é, O~

=

Es decir, el moment@ang de espin ¢ldsico es proporcional a la diferencia entre las
ondas po/arizadasq@rcula ente a la defecha y a la izquierda.

Una conc/usiér@%or@ te, es que co

foton tiene U%"ﬁé‘m@o igual a hk , n

vimos, la hipotesis de Einstein de que un
lleva ahora a que un foton polarizado debe

tener un m t&’évgu/ar asociw
© > gfc+ k
l+ = T’ = hT
fTE
[ =Tk _p K
k| K|
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Los significados del campo electromagnético

Aunque el espin es un concepto que sdlo se justifica a través de la mecanica cuantica,
no deja de sorprender que electromagnetismo clasico se anticipe ya a algunas de las
propiedades cuanticas de la luz. Esto se debe a que si los efectos de un fendmeno
cuantico, o la relacion de dos magn/tudes fisicas, no depend@ de la constante de
P/anck entonces /as ecuaCIon crRalagas de /a fisica clasica séﬁ las mismas, ya que la
\ecanica q;‘,: cuando seghace nula la constante de

:‘- vimgs que L ;9 na magnitud
que ,Pi as@dagﬁ‘la polarizacion
L

C 1' E@a gﬁ@ u ‘%ens:dad de

Ky qs
wr 802 Q .k
o

Otro aspecto dwteres e
momento f*"‘-..\ :

e

Ejercera también una pr presion. Si toda /a;égda fu

: K
ﬁb/c?r un panel, esto daria
lugar a una presion (3' ‘\.

¢ L .0

o BT, = g =
Si se introdujesen desfases ale rios %ﬁﬁa &)5 quedarian cancelados al

calcular la energia media m da
iluminacion no coherente cogp la de

?f’o que nos permite ver bajo
bill

. :i“‘”"’”""%
' Y&

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



