
 

 

08 
Teorías canónicas  

del campo electromagnético 

 

 
 

 

En este capítulo, se estudiará la generalización de las ecuaciones clásicas de Hamilton 
y de los corchetes de Poisson, y veremos que las ecuaciones de Maxwell se pueden 
derivar también de un hamiltoniano asociado al campo electromagnético. En el vacío, 
veremos también, que las ecuaciones de movimiento son análogas a las de un campo 
de osciladores, que nos permitirá la descomposición del campo en ondas planas y 
estudiar la propagación y dispersión de las ondas electromagnéticas. Esto nos 
permitirá también explicar la validez de los modelos mecanicistas de la propagación 
del campo electromagnético y de la luz. 

Debido a la polarización circular de las ondas electromagnéticas, veremos que el 
campo, además  de una densidad de energía y de momento, produce una presión de 
radiación, y que también posee otra magnitud conservativa relacionada con el 
momento angular de espín clásico. 

De las relaciones de conmutación de los corchetes de Poisson del campo de 
osciladores, veremos que se deriva  un principio de no localización y dispersión de las 
ondas del campo electromagnético, que es el origen de los fenómenos de difracción. 

Basándose en la teoría de De Broglie de que las partículas materiales tienen también 
asociada también una onda, Schrödinger siguiendo la analogía de la eikonal en 
óptica, formuló la teoría de la mecánica cuántica clásica que lleva su nombre. Hasta el 
presente se ha evidenciado que toda la naturaleza obedece las leyes de la mecánica 
cuántica, las cuales también aplican a la luz.  
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Ecuaciones canónicas para densidades de campo 
Sea una densidad lagrangiana que depende de unas funciones de campo y de sus 
derivadas   ࣦ൫׎ఉሺݔఈሻ, ఉ׎

,ఙሺݔఈሻ,   ఈ൯, que cumple con las condiciones de campo deݔ
Lagrange-Euler 

ఉ߃ ؝ ࣦఉ െ ߲ఈࣦఉ
ఈ ൌ 0 

Se define la derivada funcional de ࣦ  respecto a ׎ఉ  

ࣦߜ
ఉ׎ߜ ؝

߲ࣦ
ఉ׎߲ െ

݀
ఈݔ݀ ቆ

߲ࣦ
ఉ׎߲

,ఈ
ቇ ൌ ࣦఉ െ ߲ఈࣦఉ

ఈ 

Con lo que la ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden representar simbólicamente 
también como la anulación de la derivada funcional 

ࣦߜ
ఉ׎ߜ ൌ 0 

Por ݔఈ se representa el sistema de coordenadas en un espacio cuadrimensional de 
Minkowski 

ҧݔ ൌ ఈݔ ൌ ൫ݔ଴, ,ଵݔ ଷ൯ݔ,ଶݔ ؠ ሺܿݐ, ,ݔ ,ݕ  ሻݖ

En adelante, el índice ߚ quedará  reservado para designar solamente al conjunto de 
funciones de campo ׎ఉሺݔఈሻ. 

Se define el momento conjugado del campo por 

ఉ   ߎ
ఈ ൌ ఉ  ܮ

ఈ ൌ
߲ࣦ

ఉ׎߲
,ఈ

 

El tensor de energía-momento canónico del campo será 

ෘ    ఙߒ 
ఓ ൌ ఉ   ߎ

ఓ ఉ׎
,ఙ െ ఙߜ

ఓࣦ 

El signo se ha escogido para que  ߒෘ ଴଴ sea positivo, y de forma que la densidad de 
fuerza producida por el campo sea 

݂ఈ ൌ െ ఓ߲ ߒෘ ఈఓ 

Si en la primera ecuación, que define el momento, se puede resolver ׎ఉ
,ఈen función 

de ߎ   ఉ
ఈ , entonces sustituyendo en la anterior ecuación el tensor de energía-momento 

canónico será una función de la forma 

ෘ    ఉߒ
ఈ ൌ ෘ    ఉߒ

ఈ ሺ׎ఉ, ఉ   ߎ
ఈ ,  (ןݔ
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Manteniendo a  ׎ఉ, ஒ   ߎ
஑  como variables independientes, se verificará 

ෘ    ఙߒ߲
ఓ

ఉ   ߎ߲
ఓ ൌ ఉ׎

,ఙ 

ෘ    ఙߒ߲
ఓ

ఉ׎߲ ൌ െߜఙ
ఓ ߲ࣦ

ఉ׎߲ ൌ െߜఙ
ఓߎ   ఉ,ఛ

ఛ  

Las anteriores expresiones son la forma canónica covariante de la ecuación de 
Hamilton para campos, que desempeña un papel análogo a la mecánica clásica 
discreta. 

Sin embargo la forma covariante ߒෘఓఙ no tiene el significado de energía como en 
mecánica.  

Si se define como la densidad Hamiltoniana de energía 

࣢ ؝     ෘߒ
଴଴ 

Teniendo en cuenta que 

ෘ    ଴ߒ
଴ ൌ ఉ   ߎ

଴ ఉ׎
,଴ െ ࣦ        ՜        ࣢ ൌ ݃଴ఈߎ   ఉ

଴ ఉ׎
,ఈ െ ࣦ  

se verificará 

   
ෘ    ଴ߒ߲

଴

ఉ   ߎ߲
଴ ൌ ఉ׎

,଴ ؠ
ఉ׎߲

଴ݔ߲  

    
ෘ    ଴ߒ߲

଴

ఉ׎߲ ൌ െ
ఉ   ߎ߲

ఓ

ఓݔ߲     ฺ      
ఉ   ߎ߲

଴

଴ݔ߲ ൌ െ
ෘ    ଴ߒ߲

଴

ఉ׎߲ െ
ఉ   ߎ߲

௜

௜ݔ߲  

Entonces las anteriores ecuaciones se pueden poner de la reescribir de la forma 

ఉ׎߲

଴ݔ߲ ൌ
࣢ߜ

ఉ   ߎߜ
଴  

ఉ   ߎ߲
଴

଴ݔ߲ ൌ െ
࣢ߜ
 ఉ׎ߜ

Las dos anteriores ecuaciones tienen la forma canónica habitual en mecánica, con ׎ఉ 
como coordenadas y ߎ   ఉ

଴  como los momentos canónico conjugados. Sin embargo no 
son ecuaciones covariantes, aunque son relativisticamente invariantes en su forma. 

Evidentemente  se verifica 

݀࣢
ݐ݀ ൌ

߲࣢
ݐ߲  
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y, si la lagrangiana no depende de ݔ଴ ൌ ܪ  entonces ,ݐܿ ൌ ׬ ࣢ ܸ݀  no dependerá del 
tiempo y será una constante conservativa. Si además, la lagrangiana no depende de 
׬ ఉ, habrá unas corrientes conservativas y׎ ఉ   ߎ

଴ ܸ݀ será independiente del  tiempo. 

 

Corchetes de Poisson de campo y representación en ondas planas 
Una  densidad arbitraria 

ܷ ؝ න ࣯ሺ׎ఉ, ఉ   ߎ
଴ ሻ݀ଷݔ 

variara con el tiempo de la forma 

ܷ݀
଴ݔ݀ ൌ න ቆ

࣯ߜ
ఉ׎ߜ

ఉ׎ߜ

଴ݔߜ ൅
࣯ߜ

ఉ   ߎߜ
଴

ఉ   ߎߜ
଴

଴ݔߜ ൅
߲࣯
଴ቇݔ߲ ݀ଷݔ

௏∞

ൌ 

    ൌ න ቆ
࣯ߜ
ఉ׎ߜ

࣢ߜ
ఉ   ߎߜ

଴ െ
࣯ߜ

ఉ   ߎߜ
଴

࣢ߜ
ఉ׎ߜ ൅

߲࣯
଴ቇݔ߲ ݀ଷݔ

௏∞

 

donde se ha hechos una integración por partes y se ha supuesto que los campos en el 
infinito son nulos. 

La anterior expresión que se puede reescribir  como 

ܷ݀
଴ݔ݀ ൌ

߲ܷ
଴ݔ߲ ൅ ሼܷ,  ሽܪ

donde se ha definido el corchete de Poisson de dos densidades funcionales ࣠ y ࣡ por  

ሼܨ, ሽ ܩ ൌ නሼ࣠, ࣡ሽ݀ଷݔ
௏∞

؝ න ቆ
࣠ߜ

ఉ׎ߜ
 ࣡ߜ

ఉ   ߎߜ
଴ െ

࣠ߜ
ఉ   ߎߜ

଴
 ࣡ߜ
ఉቇ׎ߜ ݀ଷݔ

௏∞

 

Es fácil comprobar que verifican las relaciones de conmutación fundamentales 

൛׎ఉభሺݔҧଵሻ, ҧଶሻൟݔఉమሺ׎ ؠ 0       ൛ߎ   ఉభ
଴ ሺݔҧଵሻ, ఉమ   ߎ

଴ ሺݔҧଶሻൟ ؠ 0       
൛׎ఉభሺݔҧଵሻ, ఉమ   ߎ

଴ ሺݔҧଶሻൟ ൌ ఉమߜ
ఉభߜሺݔҧଵ െ   ҧଶሻݔ

De las relaciones de conmutación fundamentales, se pueden deducir otras derivadas, 
como  por ejemplo 

  ൜׎ఉభ ሺݔ ҧଵሻ, ቀߎ   ఉమ
଴ ሺݔ ҧଶሻቁ

ଶ
ൠ ൌ ቄߎ   ఉమ

଴ ሺݔ ҧଶሻ׎ఉభ ሺݔ ҧଵሻ ൅ ఉమߜ
ఉభߜሺݔ ҧଵ െ ݔ ҧଶሻቅ ఉమ   ߎ

଴ ሺݔ ҧଶሻ െ ቀߎ   ఉమ
଴ ሺݔ ҧଶሻቁ

ଶ
ఉభ׎ ሺݔ ҧଵሻ 

            ൌ ఉమ   ߎ
଴ ሺݔ ҧଶሻ ቄߎ   ఉమ

଴ ሺݔ ҧଶሻ׎ఉభ ሺݔ ҧଵሻ ൅ ఉమߜ
ఉభ ݔሺߜ ҧଵ െ ݔ ҧଶሻቅ ൅ ఉమߜ

ఉభ ݔሺߜ ҧଵ െ ݔ ҧଶሻ െ ቀߎ   ఉమ
଴ ሺݔ ҧଶሻቁ

ଶ
ఉభ׎ ሺݔ ҧଵ0ሻ 

            ൌ ఉమߜ2
ఉభ ݔሺߜ ҧଵ െ ݔ ҧଶሻߎ   ఉమ

଴ ሺݔ ҧଶሻ 
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La aparición de la función Delta de Dirac, es la diferencia entre la mecánica discreta y 
las funciones de campo continuas. 

Las ecuaciones Hamilton, se puede rescribir en función de los corchetes de Poisson 
como 

ఉ׎߲

଴ݔ߲ ൌ ൛׎ఉ, ࣢ ൟ 

ఉ   ߎ߲
଴

଴ݔ߲ ൌ െ൛ߎ   ఉ
଴ , ࣢ ൟ 

En función del tensor de energía-momento, podemos definir las densidades de 
momento asociadas habituales  

ෘ    ఙߒ
ఓ ൌ ఉ   ߎ

ఓ ఉ׎
,ఙ െ ఙߜ

ఓࣦ 

ܲ଴ ൌ න ෘߒ ଴଴݀ଷݔ ൌ
௏∞

න ࣢݀ଷݔ
௏∞

ൌ  ܪ

ܿܲ௞ ൌ න ෘߒ ଴௞݀ଷݔ ൌ න ఉ   ߎ
଴ ߲௞׎ఉ݀ଷݔ

௏∞௏∞

 

଴௞ܬܿ ൌ න൫ݔ଴ߒෘ ଴௞ െ ෘߒ௞ݔ ଴଴൯݀ଷݔ ൌ ௞ܲݐܿ െ න ݔ௞࣢݀ଷݔ
௏∞௏∞

 

௜௞ܬܿ ൌ න൫ݔ௜ߒෘ ଴௞ െ ෘߒ௞ݔ ଴௜൯݀ଷݔ ൌ න൫ݔ௜ߎ   ఉ
଴ ߲௞׎ఉ െ ఉ   ߎ௞ݔ

଴ ߲௜׎ఉ൯݀ଷݔ
௏∞௏∞

 

Los corchetes de Poisson serán entonces 

൛׎ఉ, ܲ଴ ൟ ൌ න൛׎ఉ, ࣢ൟ݀ଷݔ
௏∞

ൌ
1
ܿ ߲௧׎ఉ 

൛׎ఉ, ܲ௞ ൟ ൌ
1
ܿ න൛׎ఉ, `ఉ   ߎ

଴ ߲௞׎ఉ`ൟ݀ଷݔ
௏∞

ൌ െ߲௞׎ఉ 

൛׎ఉ, ଴௞ ൟܬ ൌ
1
ܿ න൛׎ఉ, ൫ݔ଴ߒෘ ଴௞ െ ෘߒ௞ݔ ଴଴൯ൟ݀ଷݔ

௏∞

ൌ െ
1
ܿ ఉ׎௞߲௧ݔ ൅  ఉ׎௞߲ݐ

൛׎ఉ, ௜௞ ൟܬ ൌ
1
ܿ න൛׎ఉ, ൫ݔ௜ߎ   ఉ

଴ ߲௞׎ఉ െ ఉ   ߎ௞ݔ
଴ ߲௜׎ఉ൯ൟ݀ଷݔ

௏∞

ൌ ఉ׎௜߲௞ݔ െ  ఉ׎௞߲௜ݔ

Al igual que en mecánica clásica, los corchetes de Poisson son constantes  en el 
tiempo sobre una cueva extremal que verifique las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por 
tanto, una magnitud se conserva en el tiempo, si no depende explícitamente del 
tiempo y su corchete de Poisson con el hamiltoniano se anula. También el corchete de 
Poisson de dos magnitudes conservativas es también otra constante de movimiento. 
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Además si ࣡ es una densidad conservativa cuyo corchete de Poisson con la densidad 
hamiltoniana se anula, también será el generador de una transformación  infinitesimal 
invariante. 

ܨߜ ൌ න ቊ
࣠ߜ

ఉ׎ߜ
 ࣡ߜ

ఉ   ߎߜ
଴ െ

࣠ߜ
ఉ   ߎߜ

଴
 ࣡ߜ
ఉቋ׎ߜ ݀ଷݔ

௏∞

 

 

Si el sistema es invariante ante translaciones de la dirección ݇ 

݀ܲ௞

଴ݔ݀ ൌ නሼܲ௞, ࣢ሽ݀ଷݔ
௏∞

ൌ െ߲௞࣢ ൌ 0 

y por tanto se conserva el momento total ܲ௞. 

De igual forma, la invarianza ante rotaciones ante un eje de dirección ሬ݊Ԧ lleva a la 
conservación de la proyección del momento angular ܬ௜ ൌ  ௝௞ sobre el eje deܬ௜௝௞ߝ
rotación, y la invarianza ante las translaciones temporales lleva aparejado la 
conservación del centro de energía representado por ܬ଴௞ y ܲ଴. 

 

Sin embargo, la analogía con la mecánica discreta no es completa, ya que ߎ   ఉ
଴  es una 

densidad, pero ׎ఉ no lo es ya que son variables de campo. 

Para obviar esta dificultad, se supone que el campo fuera de un  volumen ܸ ൌ  ଷ loܮ
suficientemente grande es nulo, por lo que se puede imponer sin restricción la 
condición de periodicidad 

,ݔఉሺ׎ ,ݕ ሻݖ ൌ ݔఉሺ׎ ൅ ,ܮ ݕ ൅ ,ܮ ݖ ൅  ሻܮ

De esta forma, se puede hacer un desarrollo serie de Fourier en ondas planas 

ఈሻݔఉሺ׎ ൌ
1

√ܸ
෍ ቀݍ௞ሬԦ೙

ఉሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ ൅ כݍ
௞ሬԦ೙

ఉ݁ି௜௞ሬԦ೙·௫Ԧቁ
௞ሬԦ೙

 

siendo ሬ݇Ԧ௡ ൌ ଶగ
௅

൫݊ଵ,݊ଶ,݊ଷ,൯ donde ݊௜ son números enteros positivos. Por ݊ 

representamos al conjunto ݊ ൌ ൫݊ଵ,݊ଶ,݊ଷ,൯. 

Para que la función de campo sea real deberá verificarse 

௞ሬԦ೙ିݍ
ఉ ൌ כݍ

௞ሬԦ೙
ఉ 

Según el capítulo de teorías espectrales, esto equivale a tomar como base para el 
desarrollo de las funciones a 
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ݔۃ ቚ߮௞ሬԦ೙
ۄ ൌ

1
√ܸ

෍ ݁௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ

௞ሬԦ೙

 

Nos será útil la siguiente relación de ortogonalidad 

donde  ߜ௞ሬԦ೙,௞ሬԦ೙`
ൌ 0 si ሬ݇Ԧ௡ ് ሬ݇Ԧ௡` y ߜ௞ሬԦ೙,௞ሬԦ೙`

ൌ 1 si ሬ݇Ԧ௡ ൌ ሬ݇Ԧ௡`, y 

1
ܸ න ݁௜ሺ௞ሬԦ೙ି௞ሬԦ೙`ሻ·௫Ԧ݀ଷݔ

௏∞

ൌ `௞ሬԦ೙,௞ሬԦ೙ߜ
 

que es equivalente a relación de complitud  

නݔۃ|߮௞߮ۃۄ௞`|ۄݔ
௏ಮ

݀ଷݔ ൌ `௞ሬԦ೙,௞ሬԦ೙ߜ
 

ya que a partir de ella podemos invertir la ecuación anterior, verificándose 

௞ሬԦݍ
ఉሺݔ଴ሻ ൌ

1
√ܸ

න ,Ԧݔఉሺ׎ ݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ·௫Ԧ݀ଷݔ
௏∞

 

Esto es equivalente a las integrales de Fourier estudiadas en el capítulo de teorías 
espectrales, cuando se hace ܮ ՜ ∞ y el cambio  

௜݊ߨ2

ܮ ՜ ݇௡೔       ෍ ՜
௞೔

න ݀݊௜

ାஶ

ିஶ

ൌ
ܮ

ߨ2 න ݀݇௜

ାஶ

ିஶ

௞ሬԦ೙ݍ     
ఉ ՜ ൬

ߨ2
ܮ ൰

ଷ
ଶ

,ఉ൫ሬ݇Ԧ׎  ଴൯ݔ

De igual forma podemos desarrollar en serie de Fourier el momento 

ఉ   ߎ
଴ ሺݔఈሻ ൌ

1
√ܸ

෍ ቀ݌௞ሬԦ೙ఉሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ ൅ ௞ሬԦ೙ఉ݌
כ ݁ି௜௞ሬԦ೙·௫Ԧቁ

௞ሬԦ೙

 

siendo 

଴ሻݔ௞ሬԦ೙ఉሺ݌ ൌ
1

√ܸ
න ఉ   ߎ

଴ ሺݔԦ, ݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ݀ଷݔ
௏∞

 

Con estas definiciones, se verifica 

   

ቄݍ௞ሬԦ೙
ఉ, `௞ሬԦ೙ݍ

ఉ` ቅ ൌ ቄ݌௞ሬԦ೙ఉ, ௞ሬԦ೙`ఉ` ቅ݌ ൌ 0 

ቄݍ௞ሬԦ೙
ఉ, ௞ሬԦ೙`ఉ` ቅ݌ ൌ `௞ሬԦ೙,௞ሬԦ೙ߜ

 `ఉ,ఉߜ

Además como se verifica 
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௞ሬԦ೙ݍ݀
ఉ

଴ݔ݀ ൌ ቄݍ௞ሬԦ೙
ఉ, ቅܪ ൌ

1
√ܸ

න
࣢ߜ

ఉ   ߎߜ
଴ ݁ି௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ݀ଷݔ

௏∞

 

y  

߲࣢
௞ሬԦ೙ఉ݌߲

ൌ න
߲࣢

ఙ   ߎ߲
଴

ఙ   ߎ߲
଴

௞ሬԦ೙ఉ݌߲
݀ଷݔ ൌ

௏∞

1
√ܸ

න
߲࣢

ఉ   ߎ߲
଴ ݁௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ݀ଷݔ

௏∞

 

obtenemos finalmente las ecuaciones canónicas de Hamilton 

௞ሬԦ೙ݍ݀
ఉ

଴ݔ݀ ൌ
ܪ߲

௞ሬԦ೙ఉ݌߲
 

௞ሬԦ೙ఉ݌݀

଴ݔ݀ ൌ െ
ܪ߲

௞ሬԦ೙ݍ߲
ఉ 

Por tanto, ݍ௞ሬԦ೙
ఉ y ݌௞ሬԦ೙ఉ obedecen a las ecuaciones de movimiento de Hamilton.  

Las ecuaciones de Hamilton son equivalentes a las ecuaciones armónicas  

 

Ecuaciones canónicas y corchetes de Poisson del campo 
electromagnético 
Ya hemos visto en el capítulo de teorías variacionales, que la lagrangiana de una carga 
puntual no relativista en un campo electromagnético hemos visto que viene dada por 

ܮ  ൌ න ࣦ݀ଷݔ
௏ಮ

ൌ නሺ
଴ߝ

2
ሺሺ 

Ԧܣ߲
ݐ߲ ൅ ሻଶ׎ ሬԦ׏ ൅ ܿଶሺ׏ሬԦ ר Ԧሻଶሻܣ െ ׎ߩ ൅ Ԧܣߩ · Ԧݒ ൅

௠ߩ

2 ݔԦଶሻ݀ଷݒ
௏ಮ

 

siendo para una carga puntual 

,Ԧݔ௠ሺߩ ሻݐ ൌ ݉଴ߜߩ൫ݔԦ െ     ሻ൯ݐԦ௥ሺݔ
,Ԧݔሺߩ ሻݐ ൌ Ԧݔ൫ߜߩݍ െ  ሻ൯ݐԦ௥ሺݔ

,ԦݔԦሺܬ ሻݐ ൌ Ԧݔ൫ߜԦݒߩ െ  ሻ൯ݐԦ௥ሺݔ

Donde ݔԦ௥ሺݐሻ  es la posición y ݒԦ௥ ൌ Ԧ௣௥ݔ݀ ⁄ݐ݀  la velocidad de la partícula. 

La parte de la lagrangiana correspondiente al campo electromagnético libre mas la 
interacción con la materia ࣦ௘௠ ൌ ࣦ௖ ൅ ࣦ௜  vimos tiene la forma 

ࣦ௘௠ ൌ െ
଴ߝ

4 ఈఉܨఈఉܨ ൅ ൅
1
ܿ ࣤఈࣛఈ ൌ

଴ߝ

2
ሺܧԦଶ െ ܿଶܤԦଶሻ ൅

଴ߝ

2
ሺሺ׏ሬԦ ׎ ൅ ߲௧ܣԦሻଶ െ ܿଶሺ ׏ሬԦ ר  Ԧሻଶሻܣ
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Teniendo en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos escribir para una 
partícula no relativista 

ܮ݀
ݐ݀ ൌ න ቆ

ࣦߜ
ߜ ҧࣛ ·

߲ ҧࣛ
ݐ߲ ൅

ࣦߜ
ߜ ҧࣛ,௧

·
߲ ҧࣛ
ଶݐ߲ ൅

߲ࣦ
Ԧ௥ݔ߲

·
Ԧ௥ݔ݀

ݐ݀ ൅
߲ࣦ
Ԧ௥ݒ߲

·
Ԧ௥ݒ݀

ݐ݀ ቇ ݀ଷݔ 

       ൌ
݀
ݐ݀ න ቆ

ࣦߜ
ߜ ҧࣛ,௧

·
߲ ҧࣛ
ݐ߲ ൅

߲ࣦ
Ԧ௥ݒ߲

· Ԧ௥ቇݒ ݀ଷݔ 

Tanto las ecuaciones de Lagrange-Euler, como las ecuaciones canónicas para la posición 
 Ԧ௥ llevan a la ecuación a la ecuación dinámica de la fuerza de Lorentz, por lo que nosݔ
limitaremos a las variables del campo electromagnético. 

Para llevar la lagrangiana a la forma canónica se definen los momentos canónicos ߎ   ఉ
଴  

asociados a las variables de campo ׎ఉ, que en este caso son las componentes del 
cuadrivector de los potenciales electromagnético  ҧࣛ ൌ ൫ࣛఉ൯ ൌ ሺ׎,  ௜ሻ. Paraܣܿ
componente espacial será 

   ߎ
଴௜ ൌ

߲ࣦ௘௠

߲ࣛ ௜,଴
ൌ െߝ଴࣠଴௜       

Es habitual definir este momento en una forma vectorial 

ሬሬԦ஺Ԧߎ   ؝ ሺߎ    ௜
଴ ሻ ൌ

߲ࣦ௘௠ 

߲ Ԧࣛ,௧
ൌ െߝ଴  ࣠  ௜

଴ ൌ െߝ଴ሺ߲௜ܣ଴ െ ߲௧ܣ௜ሻ ൌ െߝ଴ܧሬԦ 

donde por ݅ ൌ 1,2,3, designaremos las coordenadas espaciales. 

Recordemos que en la notación covariante la subida y bajada de índices sigue la regla   

ࣛఈ ൌ ൫׎,   Ԧ൯ܣܿ
 ࣛఈ ൌ ݃ఈఓࣛఓ ൌ ൫׎, െܿܣԦ൯ 

 

La componente temporal ׎ tiene como momento canónico asociado 

   ߎ
଴଴ ൌ

߲ࣦ௘௠

߲ࣛ ଴,଴
ൌ ܿ

߲ࣦ௘௠

௧,׎߲
ؠ 0   

que se suele representar como 

׎ߎ     ؠ 0 

El momento canónico asociado a la partícula viene como es habitual por 

ሬሬԦ௥ߎ ؠ ,Ԧ௥ݔԦሺ݌ ሻݐ ൌ
߲ࣦ
Ԧ௥ݒ߲

ൌ ݉଴ݒԦ ൅ ,Ԧ௥ݔԦሺܣݍ  ሻݐ
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo electromagnético vienen dadas 
anulando las derivadas funcionales de las variables del campo  

ࣦߜ
ఉ ࣛߜ

ൌ
߲ࣦ

ఉ ܣ߲
െ ߲ఈ

߲ࣦ
߲ࣛ ఉ,ఈ

ൌ
1
ܿ ௜ܬ ൅ ଴߲ఈ࣠௜ఈߝ ൌ 0 

que para ߚ ൌ ݅ nos da la ecuación dinámica de la ley de Ampère, y 

Ԧܬ െ
1

଴ߤ
׏ ר ሬԦܤ െ ଴ߝ

ሬԦܧ߲
ݐ߲ ൌ 0 

y para ߚ ൌ 0  se obtiene 

ߩ ൅ ׏଴ߝ · ሬሬԦ஺Ԧߎ ൌ 0 

que corresponde a la ley de Gauss 

ߩ െ ׏଴ߝ · ሬԦܧ ൌ 0 

Puesto que además se verifica que 

ࣦߜ
଴,଴ ࣛߜ

ൌ ܿ
ࣦߜ

௧,׎ߜ
ൌ ܿ

߲ࣦ
௧,׎߲

ؠ 0 

Vemos que las ecuaciones de ecuaciones de Euler-Lagrange para el potencial ׎, no 
son ecuaciones dinámicas, y que la ley de Gauss  es más bien una constricción a la 
distribución espacial del  potencial que se debe aplicar a todos instantes del tiempo. 

 

La densidad hamiltoniana del campo electromagnético libre viene dada por  

࣢௖ ൌ ෘߒ ଴଴ ൌ ௜   ߎ
଴ ௜ܣ߲ܿ

଴ݔ߲ െ ࣦܿ௘௠ ൌ
଴ܿଶߝ

2 ൫ ׏ሬሬԦ ר Ԧ൯ܣ
ଶ

൅
1

଴ߝ2
ሺߎሬሬԦ஺Ԧሻଶ െ ሬሬԦ஺Ԧߎ · ሬሬԦ׏ ·  ׎

El último término se puede eliminar ya que no contribuye en la integral de volumen 
para ܪ  

න ሬሬԦ஺Ԧߎ · ׎ሬሬԦ׏
௏∞

݀ଷݔ ൌ െߝ଴ න൫ܧ׎ሬԦ൯ · ݀ Ԧܵ
ௌ∞

൅ ଴ߝ න ሬሬԦ׏ ׎ · ሬԦܧ
௏∞

݀ଷݔ ൌ 0 

Por tanto la densidad de energía del campo electromagnético será 

࣢௖ ൌ
଴ܿଶߝ

2 ൫ ׏ሬሬԦ ר Ԧ൯ܣ
ଶ

൅
1

଴ߝ2
ሺߎሬሬԦ஺Ԧሻଶ ൌ

଴ߝ

2 ൫ܧሬԦଶ ൅ ܿଶܤሬԦଶ൯ 
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ya que, en el vacío, en ausencia de fuentes, el segundo término se anula al integrarse 
por partes al hacer la  integral de volumen para obtener la hamiltoniana total ܪ௖, que 
corresponde con la energía total del campo electromagnético 

௖ܪ ൌ න ࣢௖

௏∞

݀ଷݔ ൌ න     ෘߒ
଴଴

௏∞

݀ଷݔ ൌ ௖ࣱ 

El hamiltoniano total vendrá entonces dado por 

ܪ ൌ න ࣢
௏∞

݀ଷݔ ൌ න ቆ
ࣦߜ

Ԧ,௧ܣߜ
·

Ԧܣ߲
ݐ߲ ൅

߲ࣦ
Ԧ௥ݒ߲

· Ԧ௥ݒ െ ࣦቇ ݀ଷݔ 

siendo la densidad hamiltoniana 

࣢ ൌ
1

଴ߝ2
ሬሬԦ஺Ԧߎ

ଶ ൅
଴ܿଶߝ

2 ൫׏ሬሬԦ ר Ԧ൯ܣ
ଶ

൅ ׎ߩ ൅
1

௠ߩ2
൫ߎሬሬԦ௥ െ Ԧ൯ܣߩ

ଶ
െ ሬሬԦ஺Ԧߎ ·  ׎ ሬሬԦ׏

El término con ׏ሬሬԦ ׎ puede omitirse ya que da una contribución nula en el infinito 
cuando se hace la integral a todo el espacio. 

Habitualmente a ߎሬሬԦ௥ para una sola partícula se le denomina ݌Ԧ. 

Este hamiltoniano es invariante ante una transformación gauge de los potenciales 

electromagnéticos ya que ݌Ԧ െ Ԧܣݍ ൌ ݉଴ݒԦ lo es. 

Para un sistema cerrado estacionario independiente del tiempo, y considerando que  
contribuciones en el infinito se anulan, la energía total que se identifica con el 
hamiltoniano, será una constante independiente del tiempo 

ܧ ؠ ܪ ൌ  ݁ݐ݊ܽݐݏ݊݋ܥ

Este hamiltoniano es invariante ante una transformación gauge de los potenciales 

electromagnéticos ya que ݌Ԧ െ Ԧܣݍ ൌ ݉଴ݒԦ lo es. 

Las ecuaciones canónicas de evolución de las variables de campo ܣԦ serán 

௜ܣ߲ܿ

଴ݔ߲ ൌ
࣢ߜ

௜   ߎߜ
଴ ൌ

1
଴ߝ

௜   ߎ
଴ െ

׎߲
௜ݔ߲ ൌ െܧ௜ െ

׎߲
௜ݔ߲    ฺ   

Ԧܣ߲
ݐ߲ ൌ

࣢ߜ
ሬԦ஺Ԧߎߜ

ൌ
߲࣢
ሬԦ஺Ԧߎ߲

ൌ
1
଴ߝ

ሬԦ஺Ԧߎ െ    ׎ ሬሬԦ׏

que es equivalente a 

ሬԦܧ ൌ െ ׏ሬሬԦ ׎ െ
Ԧܣ߲
ݐ߲  

y las ecuaciones canónicas de evolución de los momentos asociados 



 

Los significados del campo electromagnético 

 

y sus transformaciones históricas. 2ªed. 

 

274 

௜   ߎ߲
଴

଴ݔ߲ ൌ െ
࣢ߜ

௜ܣܿߜ    ฺ     
ሬሬԦ஺Ԧߎ߲

ݐ߲ ൌ െ
߲࣢
Ԧܣ߲

െ ሬሬԦ׏ ר
߲࣢
ሬԦܤ߲

ൌ Ԧݒߩ െ
1

଴ߤ
ሬሬԦ׏ ר  ሬԦܤ

que representa la ley de Ampère. 

Para el  momento canónico de ׎ tenemos 

1
ܿ

׎߲
ݐ߲ ൌ

࣢ߜ
׎ߎߜ

ؠ 0 

ya que es ׎ߎ ؠ 0, lo que nos indica otra vez que ׎ no es realmente una variable 
dinámica.  Además 

׎ߎ߲

ݐ߲ ൌ െ
࣢ߜ
׎ߜ ൌ െ

߲࣢
׎߲ ൅ ሬሬԦ׏ ·

߲࣢
׎ሬሬԦ׏߲

ൌ െߩ െ ሬሬԦ׏ · ሬሬԦ஺Ԧߎ ൌ െߩ ൅ ሬሬԦ׏଴ߝ · ሬԦܧ ؠ 0 

que es la ley  de Gauss, nos también  indica que ׎ߎ tampoco es una variable 
dinámica, y que la ecuación de Gauss es una ecuación de constricción que se debe 
cumplir para todo tiempo instante de tiempo ݐ.  

En realidad  ley de Gauss no puede derivarse de las ecuaciones canónicas de Hamilton 
de movimiento. De las ecuaciones canónicas si se deduce que 

߲
ݐ߲ ሬሬԦ׏ · ሬሬԦ஺Ԧߎ ൌ ሬሬԦ׏ · ൬ݒߩԦ െ

1
଴ߤ

ሬሬԦ׏ ר ሬԦ൰ܤ ൌ ሬሬԦ׏ · ሺݒߩԦሻ ൌ െ
ߩ߲
ݐ߲  

y entonces será 

ሬሬԦ׏଴ߝ · ሬԦܧ െ ߩ ൌ  ܥ

donde ܥ es una función que no depende del tiempo. Que sea ܥ ൌ 0 es una restricción 
externa al método hamiltoniano. 

El que ࣦ  no contenga la variable ׎,௧ y sea ߲ࣦ ⁄௧,׎߲ ؠ 0 indica que ׎ no es una 
variable dinámica o de propagación, y su inclusión en el sistema es equivalente 
introducir una descripción de acción mecánica de acción a distancia.  

Ya hemos visto en teorías vectoriales, que toda la electrodinámica se puede formular 
en función de la componente transversal del potencial vector, y del potencial 
instantáneo de Coulomb de las cargas.  

La presencia de campos no dinámicos hace que el determinante la matriz Hessiana de 
la lagrangiana sea singular 

ݐ݁݀ අ
߲ଶࣦ௘௠

௧,ܣ߲
ఈ߲ܣ,௧

ఉඉ ؠ 0 
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y por tanto, no existe la función inversa de las ܣ,௧
ఈ en función de los momentos ߎ   ఈ

଴ , 
condición que realmente se exigiría para poder expresar el hamiltoniano en función 
solo de las variables de campo y de sus momentos canónicos asociados.  

La existencia de esta singularidad es también el origen de que existan unas 
transformaciones gauge de los potenciales electromagnéticos. Si el número de 
variables dinámicas y ݎ es el rango de la matriz Hessiana, entonces las soluciones del 
sistema contendrán  ܰ െ  funciones arbitrarias de las variables y de sus derivadas y ݎ
existirá invarianza gauge local.  

En el sistema electromagnético ܰ ൌ 4 y ݎ ൌ 3, por lo que los potenciales dependerán 
de una función arbitraria que da lugar al gauge electromagnético ya visto en 
anteriores capítulos.  

Esta restricción es equivalente a las condiciones de las de Lipschitz para que la fuerza 
de Lorentz sea una fuerza conservativa que ya vimos en el capítulo de teorías 
dinámicas.  

Garay hace la observación de que la lay de Gauss, puesto que es una ecuación de 
restricción que se conservativa, se puede considerar como el generador  ࣡ de un 
transformación de los potenciales 

࣡ൌ ሬሬԦ׏ߩ ·  ሬሬԦ஺Ԧߎ

El corchete de Poisson para un mismo instante verifica  

ሼܣ௞, ሽܩ߉ߜ ൌ න൛ࣛ௞ሺݔԦ, ,ሻݐ ሬԦ׏߉ߜ · ,`ԦݔԦ஺Ԧሺߎ `ݔሻൟ݀ଷݐ
௏ಮ

 

ൌ න ,`Ԧݔሺ߉ߜ ,Ԧݔሻ൛ࣛ௞ሺݐ ,ሻݐ ߉ߜ ௜߲ߎ஺Ԧ
௜ ሺݔԦ`, `ݔሻൟ݀ଷݐ

௏ಮ

ൌ න ,`Ԧݔሺ߉ߜ ሻݐ ௜߲൛ࣛ௞ሺݔԦ, ,ሻݐ ஺Ԧߎ
௜ ሺݔԦ`, `ݔሻൟ݀ଷݐ

௏ಮ

 

ൌ න ,`Ԧݔሺ߉ߜ ௞௜ߜሻݐ
௜߲ߜሺݔԦ െ `ݔԦ`ሻ݀ଷݔ

௏ಮ

ൌ െ න Ԧݔሺߜ െ ,`Ԧݔሺ߉ߜԦ`ሻ߲௞ݔ `ݔሻ݀ଷݐ
௏ಮ

ൌ െ߲௞߉ߜሺݔԦ`, ሻݐ ൌ  ௞ܣߜ

Teniendo en cuenta que ࣦ௖ ൌ ఌబ
ଶ

൫ܧሬԦଶ െ ܿଶܤሬԦଶ൯ se obtiene el tensor de energía impulso 

del campo electromagnético libre tendrá como componentes 

ෘ ௖  ఙߒ
 ఓ ൌ ఉ   ߎ

ఓ ఉ׎
,ఙ െ ఙߜ

ఓࣦ௖     o    ߒෘ    
ఓఙ ൌ ݃ఙఈߎ   ఉ

ఓ ఉ׎
,ఈ െ ݃ఙఓࣦ௖ 

ෘ௖ߒ
଴଴ ൌ

଴ߝ

2 ൫ܧሬԦଶ ൅ ܿଶܤሬԦଶ൯ ൅ ߲௜ሺܧ׎௜ሻ 

ෘ௖ߒ
଴௞ ൌ ௟ܤ௝ܧ௞௝௟ߝ଴ߝܿ ൅  ௞ሻܧ௜ܣ଴߲௜ሺߝܿ

ෘ௖ߒ
௞଴ ൌ ௟ܤ௝ܧ௞௝௟ߝ଴ߝܿ ൅ ௞௝௟ߝ଴ߝܿ ௝߲ሺܤ׎௟ሻ െ  ௞ሻܧ׎଴߲௧ሺߝ
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Los corchetes de Poisson para el campo electromagnético en función del los 
potenciales dependerá del gauge escogido, por lo que en el vació es conveniente 
utilizar el gauge de Coulomb en que se anula ׎.  

Sin embargo, los corchetes de Poisson en función de las componentes del campo 

electromagnético ܧሬԦ o ܤሬԦ si serán independientes del gauge escogido. Teniendo en 

cuenta que  es ߝ଴ܧሬԦ ൌ െߎሬሬԦ஺Ԧ , se obtiene  a partir de las relaciones de conmutación 
fundamentales 

ሼܧ௞ሺݔԦଵ, ,ሻݐ ,Ԧଶݔ௟ሺܧ ሻሽݐ ൌ ሼܤ௞ሺݔԦଵ, ,ሻݐ ,Ԧଶݔ௟ሺܤ ሻሽݐ ൌ 0 

ሼܧ௞ሺݔԦଵ, ,ሻݐ ,Ԧଶݔ௟ሺܤ ሻሽݐ ൌ െ
1
଴ߝ

ቊߎ஺Ԧ
௞ሺݔԦଵ, ,ሻݐ ௟௜௠ߝ

߲
ଶݔ߲

௜ ,Ԧଶݔ௠ሺܣ ሻቋݐ ൌ െ
ሺ1 െ ௞௟ሻߜ

଴ߝ

߲
ଶݔ߲

௠ Ԧݔሺߜ െ  Ԧ`ሻݔ

donde ሺ݇, ݈, ݉ሻ forman una permutación cíclica. 

Vemos que solo  conmutan y se anula el corchete de Poisson cuando las  ܧሬԦ y ܤሬԦ son 
iguales. Utilizando la anterior expresión, vemos que también se verifica 

൛׏ሬሬԦ · ,ԦݔሬԦሺܧ ,ሻݐ ,Ԧݔ௟ሺܤ ሻൟݐ ൌ 0 

Puesto que además ׏ሬሬԦ ·  será por tanto una constante de ,ܪ ሬԦ yܧ ሬԦ conmuta conܧ
movimiento independiente del tiempo, y por tanto será siempre si en algún instante 
se anula, resultado que ya habíamos obtenido anteriormente. 

Los corches de Poisson son también una forma alternativa equivalente de definir las 
ecuaciones de movimiento.  

A partir de las relaciones de conmutación de los corchetes de Poisson fundamentales 
antes obtenidos se pueden también derivar las ecuaciones de Maxwell de la ley de 
Ampère y Faraday en el vacío sin fuentes  

߲௧ܧ௞ሺݔԦ, ሻݐ ൌ ሼܧ௞, ሽܪ ൌ නሼܧ௞ሺݔԦ, ,ሻݐ ࣢௖ሺݔԦ`, `ݔሻሽ݀ଷݐ
௏ಮ

ൌ െܿଶ නሺܤ`௠߲`௟ െ Ԧݔሺߜ௟߲`௠ሻ`ܤ െ `ݔԦ`ሻ݀ଷݔ
௏ಮ

ൌ ܿଶ න Ԧݔሺߜ െ ௠`ܤԦ`ሻሺ߲`௟ݔ െ ߲`௠ܤ`௟ሻ݀ଷݔ
௏ಮ

ൌ ܿଶ൫׏ሬሬԦ ר ሬԦ൯ܤ
௞
 

De igual forma se obtiene para el campo de inducción magnética 

߲௧ܤ௞ሺݔԦ, ሻݐ ൌ ሼܤ௞, ሽܪ ൌ නሼܤ௞ሺݔԦ, ,ሻݐ ࣢௖ሺݔԦ`, `ݔሻሽ݀ଷݐ
௏ಮ

ൌ െ൫׏ሬሬԦ ר Ԧ൯ܧ
௞
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En el caso electromagnético, el potencial vector cumple con las ecuaciones de 
movimiento 

߲௧ܣԦሺݔԦ, ሻݐ ൌ ൛ܣԦ, ൟܪ ൌ න൛ܣԦሺݔԦ, ,ሻݐ ࣢௖ሺݔԦ`, `ݔሻൟ݀ଷݐ
௏ಮ

ൌ න ൜ܣԦሺݔԦ, ,ሻݐ
1

଴ߝ2
ሬሬԦ஺Ԧߎ

ଶሺݔԦ`, ሻൠݐ ݀ଷݔ`
௏ಮ

 

      ൌ
1
଴ߝ

න ,`ԦݔሬሬԦ஺Ԧሺߎ Ԧݔሺߜሻݐ െ `ݔԦ`ሻ݀ଷݔ
௏ಮ

ൌ
1
଴ߝ

,`ԦݔሬሬԦ஺Ԧሺߎ  ሻݐ

que corresponde a las ecuaciones de movimiento obtenidas anteriormente con ׎ ൌ 0, 
que habíamos eliminado de ࣢௖, y por tanto son aplicables para el gauge de Coulomb. 

 Mediante un cálculo similar, se obtiene parel momento canónico la ecuación de su 
evolución con el tiempo 

߲௧ߎሬሬԦ஺ԦሺݔԦ, ሻݐ ൌ ൛ߎሬሬԦ஺Ԧ, ൟܪ ൌ න൛ߎሬሬԦ஺Ԧ, ࣢௖ሺݔԦ`, `ݔሻൟ݀ଷݐ
௏ಮ

ൌ න ቊߎሬሬԦ஺ԦሺݔԦ, ,ሻݐ
଴ܿଶߝ

2 ൫ ׏ሬሬԦ ר Ԧ൯ܣ
ଶ

ቋ ݀ଷݔ`
௏ಮ

ൌ െߝ଴ܿଶ׏ሬሬԦ ר ሬሬԦ׏ ר  Ԧܣ

Ambas ecuaciones son las mismas que ya obtuvimos anteriormente mediante  las 
ecuaciones de Hamilton. 

En función de las ondas planas, el hamiltoniano vendrá dado por 

௖ܪ ൌ ෍ ൬
1
଴ߝ

௞ሬԦ೙ఉ݌௞ሬԦ೙ఉ݌
כ ൅ ଴ߝ ሬ݇Ԧ௡

ଶݍ௞ሬԦ೙
ఉכݍ

௞ሬԦ೙
ఉ൰

௞ሬԦ೙

 

Las ecuaciones canónicas de Hamilton en el  desarrollo en ondas planas adoptan  
entonces la forma 

௞ሬԦ೙ݍ݀
ఉ

଴ݔ݀ ൌ
ܪ߲

௞ሬԦ೙ఉ݌߲
ൌ ቄݍ௞ሬԦ೙

ఉ, ,`Ԧݔ௖ሺܪ ሻቅݐ ൌ
1
଴ߝ

 ௞ሬԦ೙ఉ݌

௞ሬԦ೙ఉ݌݀

଴ݔ݀ ൌ െ
ܪ߲

௞ሬԦ೙ݍ߲
ఉ ൌ ቄ݌௞ሬԦ೙ఉ, ,`Ԧݔ௖ሺܪ ሻቅݐ ൌ െߝ଴ ሬ݇Ԧ௡

ଶݍ௞ሬԦ೙
ఉ 
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Ecuaciones canónicas para una partícula en un campo 
electromagnético 
En al capítulo de teorías variacionales,  definimos la densidad lagrangiana ࣦ௠௜ ൌ
ࣦ௠ ൅ ࣦ௜ de la materia junto y su interacción con el campo electromagnético como 

ࣦ௠௜ ሺ߬ሻ ൌ െߩ଴௠ܿଶ െ
1
ܿ ࣤఈࣛఈ ൌ െߩ଴௠ܿଶ െ

1
ܿ   ଴࣯ఈࣛఈߩ

Puesto que esta lagrangiana es una función homogénea de grado 1 en ࣯ఈ, el 
hamiltoniano asociado es nulo, ya que 

࣢௠௜ ൌ ఈ࣯ఈߎ െ ࣦ௠௜ ൌ ࣯ఈ ߲ࣦ௠௜ 

߲࣯ఈ െ ࣦ௠௜ ؠ 0 

Por ello, es necesario modificar la lagrangiana para poder obtener las ecuaciones de 
evolución mediante una hamiltoniana. 

Existen varios métodos para obtener el hamiltoniano, todos ellos basados en los  
multiplicadores de Lagrange, empleando como condiciones auxiliares algunas 
constricciones relativistas de las variables dinámicas.  

Uno método muy utilizado, es emplear la condición de invarianza de la norma del 
cuadrivector de velocidad 

࣯ఈ࣯ఈ ൌ ܿଶ 

Definimos ahora la lagrangiana de una partícula que interacciona con un campo 
electromagnético por 

ࣦ`௠௜ሺܣఈ, ,ఈݔ ߬ሻ ൌ     
଴௠ߩ

2 ሺ࣯ఈ࣯ఈ െ ܿଶሻ

݁ݎܾ݈݅ ݈ܽݑܿ݅ݐݎܽ݌
        െ

1
ܿ    ఈ࣯ఈܣ଴ߩ

.݁ ó݊݅ܿܿܽݎ݁ݐ݊݅ ݉
   

En esta lagrangiana, ahora la masa en reposo actúa como un multiplicador de 
Lagrange de la condición auxiliar de ligadura ࣯ఈ࣯ఈ ൌ ܿଶ.  

Esta nueva lagrangiana, en el proceso variacional es equivalente a la anterior y nos 
lleva a las mismas ecuaciones de movimiento. 

Ahora, el campo electromagnético, que viene representado por los potenciales ܣఈ, 
actúa como sistema externo con el que interactúa las cargas, y las ecuaciones de 
movimiento de la materia vendrán por la variación respecto a las coordenadas ݔఈሺ߬ሻ  
que resultan en  las ecuaciones de Euler-Lagrange 

݀
݀߬ ൬

߲ࣦ`௠௜

߲࣯ఈ ൰ െ
߲ࣦ`௠௜

ఈݔ߲ ൌ 0 
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Para una carga puntual, volvemos a obtener la misma ecuación de dinámica del 
movimiento que obtuvimos para la lagrangiana inicial. 

݉଴ܿ
࣯݀ఈ

݀߬ ൌ  ఈఉ࣯ఉ࣠ݍ

Al ser 

࣯ఉܨఈఉ ൌ ࣯ఉ൫߲ఈܣఉ  െ ఉ߲ܣఈ൯ ൌ ࣯ఉ߲ఈܣఉ െ
ఈܣ݀

݀߬  

 

podemos reescribirla como 

஑ߎ݀

݀߬ ൌ ఉ࣯ݍ ఉܣ߲

 ఈݔ߲

siendo ߎఈ el momento canónico conjugado de una carga puntual 

ఈߎ ൌ
߲ࣦ`௖௠

߲࣯ఈ ൌ ݉଴࣯ఈ െ
ݍ
ܿ   ఈܣ

donde ahora las ݔఈ representan las coordenadas de posición de la partícula 

ҧݔ ൌ ሺݔఈሻ ൌ ൫ܿݐሺ߬ሻ,  Ԧ௥ሺ߬ሻ൯ݔ

La hamiltoniona definida como es habitual, para una carga puntual tomará la 
expresión 

࣢௠௜ሺߎఈ, ఈሻݔ ൌ ࣯ఈߎఈ െ ࣦ`௠௜ ൌ
1

2݉଴
൬ߎఈ ൅

1
ܿ ఈ ൰ܣݍ ൬ߎఈ ൅

1
ܿ ఈ൰ܣݍ ൅

݉଴ܿଶ

2  

Se verificará entonces 

߲࣢`௠௜

ఈݔ߲ ൌ ఉߎ
߲࣯ఉ

ఈݔ߲ െ
߲ࣦ`௠௜

ఈݔ߲ െ
߲ࣦ`௠௜

߲࣯ఉ
߲࣯ఉ

ఈݔ߲ ൌ െ
߲ࣦ`௠௜

ఈݔ߲ ൌ
ఈߎ݀

݀߬  

߲࣢`௠௜

ఈߎ߲
ൌ ࣯ఈ ൅ ఉߎ

߲࣯ఉ

ఈߎ߲
െ

߲ࣦ`௠௜

߲࣯ఉ
߲࣯ఉ

ఈߎ߲
ൌ ࣯ఈ ൌ

ఈݔ݀

݀߬  

Por tanto, las ecuaciones canónicas de movimiento para la  partícula serán 

ఈݔ݀

݀߬ ൌ
߲࣢`௠௜

ఈߎ߲
 

ఈߎ݀

݀߬ ൌ
߲࣢`௠௜

ఈݔ߲  

Si  ߎఈ es el momento a lo largo de la trayectoria real de la partícula, de la definición 
de ߎఈ deberá ser ࣢௠௜ ൌ ݉଴ܿଶ, de acuerdo también con la conservación de la energía. 
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 Usando esta ecuación de la energía, podemos despejar Π଴ en función de las 
componentes espaciales obteniendo la relación 

଴ߎ ൌ ,௜ߎ଴ሺߎ  ఈሻݔ

con lo que se garantiza que será 

࣢`௠௜ሺߎ଴ሺߎ௜, ,ఈሻݔ ௜ሻߎ ൌ ݉଴ܿଶ 

Diferenciando la anterior ecuación respecto a ݔఈ y ߎ௜ tendremos 

߲࣢`௠௜

ఈݔ߲ ൅
߲࣢`௠௜

଴ߎ߲

଴ߎ߲

ఈݔ߲ ൌ 0 

߲࣢`௠௜

௜ߎ߲
൅

߲࣢`௠௜

଴ߎ߲

଴ߎ߲

௜ߎ߲
ൌ 0 

y considerando las ecuaciones canónicas para  la evolución en el tiempo, se obtiene 

௜ݔ݀

଴ݔ݀ ൌ

߲࣢`௠௜
௜ߎ߲

߲࣢`௠௜
଴ߎ߲

ൌ െ
଴ߎ߲

௜ߎ߲
 

௜ߎ݀

଴ݔ݀ ൌ
଴ߎ߲

௜ݔ߲  

Si se define a ߎ଴   como la hamiltoniana tridimensional 

௠ܪ ؝ െܿߎ଴ሺߎ௜,  ఈሻݔ

se  verificarán entonces las ecuaciones de Hamilton tridimensionales 

௜ݔ݀

ݐ݀ ൌ
௠ܪ߲

௜ߎ߲
 

     
௜ߎ݀

ݐ݀ ൌ െ
௠ܪ߲

௜ݔ߲  

De acuerdo con esta definición ܪ௠ se compota como la componente temporal de un 
cuadrivector. Las ecuaciones canónicas aunque son invariantes relativistas en sur 
forma; sin embargo, no tienen una forma covariante.  

La covarianza es una condición suficiente pero no es necesaria para la invarianza 
relativista. 

De la definición de ࣢௠௜ y ܪ௠ se obtiene  

ሺെ
௠ܪ

ܿ ൅
ݍ
ܿ ሻଶ׎ െ ሺ ߎሬሬԦ െ Ԧሻଶܣݍ ൌ ሺ݉଴ܿሻଶ 
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que una vez resuelta nos da la hamiltoniona relativista de una carga puntual en un 
campo electromagnético 

௠ܪ ൌ ׎ݍ ൅ ܿටሺ݉଴ܿሻଶ ൅ ሺ ߎሬሬԦ െ  Ԧሻଶܣݍ

En el límite no relativista tenemos 

௠ܪ ൎ ׎ݍ  ൅
1

2݉଴
ሺ ߎሬሬԦ െ Ԧሻଶܣݍ ൅ ݉଴ܿଶ 

que incorpora la energía de reposo de la masa. 

Habitualmente a ߎሬሬԦ para una partícula puntual se le denomina también como  ݌Ԧ. 

El momento clásico se corresponde con 

݉଴ݒԦ ൌ ݉଴ሺ݌Ԧ െ  Ԧሻܣݍ

Vemos que ܣݍԦ esta asociado con el momento del campo electromagnético. 

Que el momento que aparece en el hamiltoniano de una carga en un campo eléctrico 
debe ser reemplazado por 

Ԧ݌ ՜ Ԧ݌ െ  Ԧܣݍ

se conoce como el principio minimal. Hemos visto que se deduce directamente de las 
relaciones de conmutación y de los corchetes dinámicos de Poisson, pero como 
veremos, está también relacionado con las invarianzas ante una transformación 
gauge. Sin embargo, todavía existe un debate de si este principio minimal tiene un 
carácter más fundamental  y general. 

 

Otro método de modificar la lagrangiana para una partícula relativista es utilizar la 
relación de acoplamiento mínimo como condición auxiliar para el multiplicador de 
Lagrange,  

൬ߎఈ ൅
1
ܿ ఈ ൰ܣݍ ൬ߎఈ ൅

1
ܿ ఈ൰ܣݍ ൌ ሺ݉଴ܿሻଶ 

lo que nos llevaría a las mismas ecuaciones que las obtenidas anteriormente. 

Los corchetes de Poisson a aplicados a las coordenadas de posición con Hamiltoniano 
nos reproduciría otra vez las ecuaciones dinámicas correspondientes a la fuerza de 
Lorentz. 
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Ecuaciones canónicas de Hamilton y de Lagrange para sistemas de 
partículas discretas 
Consideremos ahora una lagrangiana de un sistema discreto, como el de una partícula 
en un campo electromagnético externo 

ܮ ൌ ,௞ݔ൫ܮ ௧,ݔ
௞,  ൯ݐ

Como el sistema de coordenadas cartesianas, es una de las muchas  representaciones 
posibles para un sistema físico, en adelante supondremos que la lagrangiana es una 
función general ܮ൫ݍ௞, ௧,ݍ

௞,  ሻ , y de susݐ௞ሺݍ  ൯, de unas coordenadas generalizadasݐ
derivadas respecto al tiempo ݀ݍ௞ ⁄ݐ݀ ؠ ௧,ݍ

௞ሺݐሻ  

Sea ܥ una curva  entre dos puntos fijos ሺݍଵ
௞ሻ y ሺݍଶ

௞ሻ que pasa por los instantes ݐଵ y ݐଶ; 
definimos la acción como  la integral en el tiempo a lo largo de dicha curva de la 
lagrangiana 

ܵሺܥሻ ൌ න ,ሻݐ௞ሺݍ൫ܮ ௧,ݍ
௞ሺݐሻ, ݐ൯݀ݐ

௧మ

௧భ

 

Supongamos ahora que a  la curva ܥ en cada instante ݐ se le suma una pequeña 
perturbación ߟߝ௜ሺݐሻ que se anula en los tiempos extremos de la curva, siendo ߝ es un 
parámetro infinitesimal 

,௞ݍ௜ሺߟ ଵሻݐ ൌ ,௞ݍ௜ሺߟ ଶሻݐ ൌ 0 

La acción perturbada 

ܵሺߝሻ ൌ න ௞ݍ൫ܮ ൅ ,௞ߟߝ ௧,ݍ
௞ ൅ ௧,ߟߝ

௞൯݀ݐ
௧మ

௧భ

 

será extremal cuando se verifique 

ܵ`ሺߝሻ ൌ lim
ఌ՜଴

݀Sሺߝሻ
ߝ݀ ൌ නሺ

ܮ߲
௞ݍ߲ ௞ߟ ൅

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ ௧,ߟ
௞ሻ݀ݐ ؠ 0 

Integrando por partes el segundo término de la integral, y recordando que ߟ௜ se anula  
en la frontera, se llega a las ecuaciones de Euler-Lagrange que determinan la curva ܥ 
que hacen estacionaria a la acción 

௞߃ ൌ
ܮ߲

௞ݍ߲ െ
݀
ݐ݀

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ ൌ 0  

La acción y la lagrangiana gozan de una serie de propiedades que conviene destacar, 
y que serán utilizadas en otros capítulos. 
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Una de ellas es que como la acción ܵሺܥሻ debe ser invariante ante una transformación 
de coordenadas, la lagrangiana de tener la siguiente propiedad de invarianza anta la 
misma transformación de coordenadas 

,ሻݐ௞`ሺݍ൫`ܮ ௧,ݍ
௞`ሺݐሻ, ൯ݐ ൌ ,௞ݍ൫ܮ ௧,ݍ

௞,  ൯ݐ

siendo la transformación 

`௞ݍ ൌ  ௞ሻݍ௞`ሺݍ

De las identidades 

௧,ݍ݀
௞ ൌ

௞ݍ߲

`௞ݍ߲ ௧,ݍ݀
௞`    y     

௧,ݍ߲
௞

௧,ݍ߲
௞` ൌ

௞ݍ߲

     `௞ݍ߲

se deduce que 

  
`ܮ߲
௧,ݍ߲

௞` ൌ
ܮ߲

௧,ݍ߲
௞

௧,ݍ߲
௞

௧,ݍ߲
௞` ൌ

`ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ ·
௞ݍ߲

 `௞ݍ߲

`ܮ߲
`௞ݍ߲ ൌ

ܮ߲
௞ݍ߲

௞ݍ߲

`௞ݍ߲ ൅
ܮ߲

௧,ݍ߲
௞

௧,ݍ߲
௞

`௞ݍ߲ ൌ
ܮ߲

௞ݍ߲
௞ݍ߲

`௞ݍ߲ ൅
ܮ߲

௧,ݍ߲
௞

߲ଶݍ௞

`௡ݍ߲`௞ݍ߲  `௡ݔ

siendo ݍ,௧
௞ ൌ ௞ݍ݀ ⁄ݐ݀ . 

El  vector de Euler 

௞߃ ؝
ܮ߲

௞ݍ߲ െ
݀
ݐ݀

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ 

se transforma entonces como 

௜߃ ൌ
`௞ݍ߲

`௜ݍ߲        `௞߃

Es decir, ሺ߃௞ሻ se transforma como un vector covariante, como por ejemplo el 
gradiente ሺ߲௜ሻ. Observemos que ൫ݍ,௧

௞൯ se transforma de forma inversa por ser un 
vector contravariante.  

A las trayectorias que anulan el vector de Euler ሺ߃௜ሻ ൌ 0  se le denomina campo de 
extremales. 

Puesto que ሺ߃௜ሻ  se transforma como un vector covariante y se anula en la curva que 
hace extremal  la acción, entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange conservan 
invariante su forma en una transformación de coordenadas, lo que se denomina 
invarianza canónica 
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`ܮ߲
`௞ݍ߲ െ

݀
ݐ݀

`ܮ߲
௧,ݍ߲

௞` ൌ 0 

Además, la lagrangiana debe ser una ecuación homogénea de grado 1 en ݍ,௧
௞, ya que 

si se hace la transformación ߬ ൌ ߬ሺݐ ሻ la integral de la acción debe ser invariante y por 
tanto debe verificarse 

ܮ ቆݍ௞,
௧,ݍ

௞

߬,௧
, ߬ቇ ߬,௧ ൌ ,௞ݍ൫ܮ ௧,ݍ

௞,  ൯ݐ

Por esta condición de homogeneidad se debe verificar la relación 

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ ௧,ݍ
௞ ؠ ฺ     ܮ ௞߃     · ௧,ݍ

௞ ؠ 0 

Por tanto el vector de Euler ሺ߃௞ሻ es normal a la tangente a la curva ܥ que pasa por un 
punto determinado del espacio de las coordenadas generalizadas. 

Se define los momentos canónicos como 

௞݌ ൌ
ܮ߲

௧,ݍ߲
௞ ൫ݍ௜, ௧,ݍ

௜ ,  ൯ݐ

Muchas veces los momentos canónicos se representas por ߎ௞. 

Si la lagrangiana es no singular 

ݐ݁݀ ቤ
߲ଶܮ

௧,ݍ߲
௜ ௧,ݍ߲

௞ቤ ് 0 

entonces, se puede invertir la ecuación y expresar  ݍ,௧
௜  en función de los momentos 

canónicos  

௧,ݍ
௜ ൌ ߮௜ሺݍ௞, ,௞݌  ሻݐ

 

La función de Hamilton se define como 

,௞ݍሺܪ ,௞݌ ሻݐ ൌ ,௞ݍ௜߮௜ሺ݌ ,௞݌ ሻݐ െ ,௞ݍ൫ܮ ߮௞൫ݍ௝, ,௝݌ ,൯ݐ  ൯ݐ

Verificándose las siguientes identidades 

ܪ߲
௞݌߲

ൌ ߮௞ ൅ ௜݌
߲߮௜

௞݌߲
െ

ܮ߲
௧,ݍ߲

௟
߲߮௟

௞݌߲
ൌ ߮௞ ൌ ௧,ݍ

௞ 

ܪ߲
௞ݍ߲ ൌ ௜݌

߲߮௜

௞ݍ߲ െ
ܮ߲

௞ݍ߲ െ
ܮ߲

௧,ݍ߲
௜

߲߮௜

௞ݍ߲ ൌ െ
ܮ߲

 ௞ݍ߲
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ܪ߲
ݐ߲ ൌ െ

ܮ߲
ݐ߲  

Sobre la curva extremal es ሺܧ௞ሻ ൌ 0 se verifica que 

௞,௧݌ ൅
ܪ߲
௞ݍ߲ ൌ

݀
ݐ݀

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ െ
ܮ߲

௞ݍ߲ ൌ 0 

y entonces 

ܪ߲
௞ݍ߲ ൅ ௞,௧݌ ൌ 0 

lo que nos da la ecuación dinámica de cómo evolucionan los momentos con el tiempo 
sobre la curva extremal, que en un problema físico corresponde a la trayectoria real. 

La otra ecuación ݍ,௧
௞ ൌ ܪ߲ ⁄௞݌߲ , es simplemente una consecuencia de la definición de 

los  momentos canónicos, y no es propiamente una ecuación dinámica. Las 
ecuaciones de Hamilton 

௞ݍ݀

ݐ݀ ൌ
ܪ߲
௞݌߲

        

 
௞݌݀

ݐ݀ ൌ െ
ܪ߲
௞ݍ߲

 

nos determinan cómo evolucionan las coordenadas y momentos generalizados en una 
curva extremal de la acción, por lo que sustituye el problema de resolver las 
ecuaciones de Euler-Lagrange que son de segundo grado por las de Hamilton de 
primer grado. 

Además hay otras dos relaciones obtenidas 

ܪ߲
௞ݍ߲ ൌ െ

ܮ߲
 ௞ݍ߲

ܪ߲
ݐ߲ ൌ െ

ܮ߲
ݐ߲  

que nos indican que si la lagrangiana ܮ no depende del tiempo, entonces el 
hamiltoniano ܪ tampoco dependerá del tiempo, por lo que será una magnitud que se 
conserva en el tiempo, y que en muchos sistemas estará asociada con la energía 

ܮ߲
ݐ߲ ൌ െ

ܪ߲
ݐ߲ ൌ 0    ฺ     

ܪ݀
ݐ݀ ൌ

ܪ߲
௞ݍ߲

௞ݍ݀

ݐ݀ ൅
ܪ߲
௞݌߲

௞݌݀

ݐ݀ ؠ 0 

También estas relaciones nos indican, que si la lagrangiana ܮ no depende de una 
coordenada ݍ௞ (llamadas en este caso coordenadas cíclicas), tampoco el hamiltoniano 
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dependerá de ella, dando lugar a que el momento conjugado ݌௞  no varié con el 
tiempo. 

ܮ߲
௞ݍ߲ ൌ െ

ܪ߲
௞ݍ߲ ൌ 0   ฺ    

௞݌݀

ݐ݀ ൌ െ
ܪ߲
௞ݍ߲

ؠ 0 

Que ܮ o ܪ no dependan de una coordenada, indica que el sistema también es 
invariante ante una transformación ݍ௞ ՜ `௞ݍ ൌ ௞ݍ ൅  ௞, por lo volvemos a ver queݍ∆
las simetrías de ܮ o ܪ están también asociadas a unas magnitudes a unas magnitudes 
que se conservan en el tiempo. 

 

Estas simetrías pueden verse también de otra forma. Si ߜԢܮ൫ݍ௞, ௧,ݍ
௞൯ es la variación de la 

lagrangiana sobre las trayectorias extremales, pero permitiendo ahora que las 
condiciones de frontera puedan variar 

ܮԢߜ ൌ
ܮ߲

௧,ݍ߲
௞ ௞ݍߜ ൅

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ ௧,ݍߜ
௞ ൌ ቆ

݀
ݐ݀

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ െ
ܮ߲

௞ቇݍ߲ ௞ݍߜ ൅
݀
ݐ݀ ቆ

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ ௞ቇݍ ൌ
݀
ݐ݀ ቆ

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞  ௞ቇݍߜ

En vez de ݐ podríamos utilizar cualquier otro parámetro de integración cualquiera, 
siempre que normalizáramos la lagrangiana para que la integral de la acción sea 
invariante. 

La variación de la acción vendrá dada por 

Ԣܵߜ ൌ Ԣߜ න ,௞ݍ൫ܮ ௧,ݍ
௞൯݀ݐ

௧మ

௧భ

ൌ න ݐ݀ܮԢߜ

௧మ

௧భ

൅ ଶݐߜሺܮ െ ଵሻݐߜ ൌ ௞ݍߜ௞݌| ൅ ௧భ|ݐߜܮ
௧మ 

La anterior ecuación nos indica que si el sistema es invariante ante una transformación 
Ԣܵߜ ௞, entonces esݍߜ ൌ 0 y la siguiente magnitud ܩ es una constante en el tiempo, 
siendo 

ܩ ൌ ௞ݍߜ௞݌ ൅  ݐߜܮ

A ܩ se le denomina generador de la transformación invariante. 

Si el sistema es invariante ante una transformación de translación de la coordenada 
௞ݍߜ ൌ  .௞ será una constante de movimiento݌ ௞ entonces el momento canónicoܽߜ

Mayor interés tiene las magnitudes conservadas de las invarianzas ante las 
transformaciones del tipo ݍߜ௞ ൌ ௟  ߝ

௞  ,௟ debidas a rotaciones espaciales o de Lorentzݍ
que serán analizadas con detalle en el capítulo de teorías de los invariantes. 
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Campos geodésicos. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi 
Sea ܥ una curva ݍ௞ ൌ ௖ݍ

௞ሺݐሻ que pasa por dos puntos ଵܲ y ଶܲ en los instantes ݐଵ y ݐଶ, y 
un conjunto de superficies  ܵ ൌ ܵሺݍ௞,  como parámetro, que ݐ ሻ dependientes deݐ
sobre la curva tomarán el valor ܵ ൌ ܵሺݍ௖

௞ሺݐሻ,  como ݐ ሻ y variaran en función deݐ

            
݀ܵ
ݐ݀ ൌ

߲ܵ
ݐ߲ ൅

߲ܵ
௞ݔ߲

௞ݍ݀

ݐ݀ ൌ ,ܵ௧ ൅ ,ܵ௞ݍ,௧
௞ 

Definimos 

,௞ݍ൫כܮ ௧,ݍ
௞, ൯ݐ ൌ ,௞ݍ൫ܮ ௧,ݍ

௞, ൯ݐ െ ,ܵ௧ ൅ ,ܵ௞ݍ,௧
௞         ݍ௞ ൌ ௖ݍ

௞ሺݐሻ 

Si calculamos la integral de camino de כܮሺܥሻ entre dos puntos de la ଵܲ y ଶܲ de la curva 
obtenemos 

ሻܥሺכܫ ൌ න ,௞ݍ൫כܮ ௧,ݍ
௞, ݐ൯݀ݐ

௉మ,௧మ

௉భ,௧భ

ൌ ሻܥሺܫ ൅ ܵሺ ଵܲሻ െ ܵሺ ଶܲሻ  

Es decir, las integrales כܫሺܥሻ y ܫሺܥሻ son equivalentes e independientes de la curva que 
une los puntos ଵܲ y ଶܲ 

ሻܥሺכܫ  െ ሻܥሺܫ ൌ ܵሺ ଵܲሻ െ ܵሺ ଶܲሻ  

Además, las curvas extremales de כܫሺܥሻ serán las mismas que las de ܫሺܥሻ, por lo que  
según el cálculo de variaciones, son integrales equivalentes. 

Este resultado, también es equivalente a decir, que entre dos superficies en que ܵ 
toma valores constantes ܵሺݍ௞, ሻݐ ൌ ܿଵ y ܵሺݍ௞, ሻݐ ൌ ܿଶ, la integral de la acción ܫሺܥሻ es 
independiente de la curva extremal que une dos puntos entre ellas., y depende solo 
de los valores de la acción en dichos puntos. 

Se dice que existe un campo geodésico ߰௞ሺݍ௞, ሻݐ ൌ ௧,ݍ
௞ si  

,௞ݍ൫כܮ ௧,ݍ
௞, ൯ݐ ؠ    ݕ   0

כܮ߲

௧,ݍ߲
௞ ؠ 0    para   ݍ,௧

௞ ൌ ߰௞ሺݍ௞,  ሻݐ

El campo geodésico puede considerarse como un sistema ecuaciones diferenciales, 
que definen un conjunto de curvas Γ.  Sea ݍ௰

௞ሺݐሻ un miembro de esta familia de curvas 
que pasa por los puntos ଵܲ y ଶܲ en los instantes ݐଵ y ݐଶ. Sobre dicha curva del campo 
geodésico se verifica 

0 ؠ
כܮ߲

௧,ݍ߲
௞ ൌ

ܮ߲
௧,ݍ߲

௞ െ
߲ܵ

௞ݍ߲ ൌ ௞݌ െ ,ܵ௞ 

y por tanto 
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௞݌ ൌ ,ܵ௞ሺݍ௜,  ሻݐ

Sustituyendo la anterior expresión en la ecuación de definición de momento canónico  

௞݌ ൌ
ܮ߲

௧,ݍ߲
௞ ൫ݍ௜, ௧,ݍ

௜ , ൯ݐ    ՜ ௧,ݍ    
௜ ൌ ߮௜ሺݍ௞, ,௞݌  ሻݐ

obtenemos las ecuaciones del campo geodésico 

௧,ݍ
௜ ൌ ߮௜ሺݍ௞, ,௞݌ ሻݐ ൌ ߮௜൫ݍ௞, ,ܵ௞ሺݍ௜, ,ሻݐ ൯ݐ ؠ ߰௞ሺݍ௞,  ሻݐ

Puesto que  el campo geodésico hace  כܮ ൌ 0, tenemos 

0 ൌ כܮ ൌ ,௞ݍ൫ܮ ௧,ݍ
௞, ൯ݐ െ ,ܵ௧ ൅ ,ܵ௞ݍ,௧

௞ ൌ ,௞ݍ൫ܮ ௧,ݍ
௞, ൯ݐ െ ,ܵ௧ െ ௧,ݍ௞݌

௞ ൌ ܪ ൅ ,ܵ௧ 

que es la ecuación de Hamilton-Jacobi 

߲ܵ
ݐ߲ ൅ ܪ ቆݍ௞,

߲ܵሺݍ௜, ሻݐ
௞ݍ߲ , ቇݐ ൌ 0 

cuyas soluciones ܵሺݍ௞,  ሻ son la acción y determinan el campo geodésico cuando sonݐ
introducidas en las anteriores expresiones.  

La solución general de la ecuación de Hamilton –Jacobi determina totalmente la 
evolución de la dinámica del sistema y es equivalente a las ecuaciones canónicas de 
Hamilton. Si ܵሺݍ௞,  ሻes una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi, entoncesݐ

௞݌ ൌ ,ܵ௞ሺݍ௜, ሻݐ   ฺ ௞,௧݌   ൌ ,ܵ௧௞ ൅ ,ܵ௞௟ݍ,௧
௟  

Se puede obtener ,ܵ௧௞  derivando la ecuación de Hamilton-Jacobi 

,ܵ௧௞ ൅ ௞,ܪ ൅
ܪ߲
௟݌߲

,ܵ௟௞ ൌ 0 

con lo que obtenemos otra vez  las conocidas ecuaciones canónicas de Hamilton para 
la evolución del momento  

௞,௧݌ ൌ െܪ,௞     o    
௞݌݀

ݐ݀ ൌ െ
ܪ߲
 ௞ݍ߲

Las superficies ܵሺݍ௞,  ሻ pueden también identificar con las integrales de la acción paraݐ
el campo de extremales. El campo de las curvas extremales cortan ortogonalmente a 
las superficies  en que la acción es constante. Es importante observar que ሺ݌௞ሻ es 
normal a las superficies de acción constante ܵ ൌ  y por tanto, es tangente al ,݁ݐܥ
campo de las curvas extremales (trayectorias físicas reales) que atraviesan a dichas 
superficies 

௞݌ ൌ  ሬሬԦ௞ܵ׏
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La ecuación de Hamilton-Jacobi es equivalente a las ecuaciones de Euler-Lagrange, ya 
que dan las mismas soluciones para la evolución dinámica. Sin embargo, Lovelock 
afirma que las ecuaciones de Hamilton-Jacobi tienen un carácter más fundamental 
para las leyes de la naturaleza, que las de Euler-Lagrange con sus integrales de acción 
extremales. El paso de la mecánica clásica a la mecánica cuántica se dio de forma 
natural desde la ecuación de Hamilton-Jacobi, por lo menos en su interpretación 
ondulatoria, y fue el método preferido por Landau para la resolución de los problemas 
físicos. 

La solución general de la ecuación de Hamilton-Jacobi dependerá de ܰ constantes ߙ௞, 
donde ܰ es número de coordenadas generalizadas ݍ௞ 

ܵ ൌ ܵሺݍ௞, ,ݐ  ௞ሻߙ

Haciendo 

௜ߚ ൌ
߲ܵሺݍ௞, ,ݐ ௞ሻߙ

௜ߙ߲
 

y despejando las ݍ௞, se obtiene la solución general ݍ௞ ൌ ,௞ߙ௞ሺݍ ,௞ߚ  .ሻݐ

Las 2ܰ constantes ߙ௞,  ௞ se pueden determinar de la condiciones iniciales para unߚ
instante determinado de ݍ௞,  ௞݌

Que las ߚ௞ son constantes se comprueba a partir de la igualdad 

௞ߚ݀

ݐ݀ ൌ
߲ଶܵ

ݐ௞߲ߙ߲ ൅
߲ଶܵ

௟ݍ௞߲ߙ߲
௟ݍ݀

ݐ݀ ൌ
߲ଶܵ

ݐ௞߲ߙ߲ ൅
߲ଶܵ

௟ݍ௞߲ߙ߲
ܪ߲
௞݌߲

ൌ
߲

௞ߙ߲
൬ܪ ൅

߲ܵ
൰ݐ߲ ൌ 0 

Consideremos ahora un sistema estacionario en que la lagrangiana y el hamiltoniano 
no dependen explícitamente del tiempo. Entonces poniendo ܵ ՜ ܵ` െ  la ecuación  ,ݐܧ
de Hamilton-Jacobi se reduce a 

ܪ ቆݍ௜,
߲ܵ`ሺݍ௜ሻ

௞ݍ߲ ቇ ൌ  ܧ

y la general solución dependerá de ܰ constantes 

ܵ` ൌ ܵ`ሺݍ௜,  ௜ሻߙ

donde ahora podemos tomar ߙே ൌ  Si hacemos al igual que antes .ܧ

௞ߚ ൌ
߲ܵሺݍ௜, ௜ሻߙ

௞ߙ߲
 

siendo ߚே ൌ െݐ, obtenemos despejando las ݍ௜, la solución general 

௜ݍ ൌ ,ଵߙ௜൫ݍ . . ,ேିଵߙ ,ܧ ,ଵߚ . . ,  ൯ݐ,ேିଵߚ
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Ondas materiales 
Las superficies de ܵ constante se pueden considerar con frentes de ondas que se 
propagan en el espacio de configuración de las coordenadas generalizadas. 

En un sistema estacionario, si consideramos un punto ݍ଴
௞ en la superficie 

ܵ`ሺݍ଴
௞, ,଴ݐ ௞ሻߙ ൌ ܵ଴ en el instante ݐ଴, entonces en el instante ݐ଴ ൅  el punto se ݐ∆

desplazará una distancia ∆ݏ en espacio de configuración de las coordenadas ݍ௞ de 
acuerdo con la ecuación 

0 ൌ
߲ܵ
ݐ߲ ݐ∆ ൅

߲ܵ
௞ݍ߲

௞ݍ݀

ݐ݀ ݐ∆ ൌ െܧ ൅
߲ܵ`
௞ݍ߲ ௞ݍ݀ ൌ െݐ∆ܧ ൅ ห׏ሬሬԦ௞ܵ`ห∆ݏ 

ݏ∆ ൌ
ݐ∆ܧ

ห׏ሬሬԦ௞ܵ`ห
ൌ

ݐ∆ܧ
 |௞݌|

Para una partícula en el espacio de tres dimensiones, la velocidad de propagación de 
un punto del frente de ondas será ݒ௙ ൌ  Para una partícula no relativista la .ݐ∆/ݏ∆
ecuación de Hamilton-Jacobi será 

൫׏ሬሬԦܵ`൯
ଶ

ൌ ܧ െ ܸ 

y por tanto 

|௞݌| ൌ |Ԧ݌| ൌ ඥ2݉ሺܧ െ ܸሻ 

 con lo que será 

௙ݒ ൌ
ݏ݀
ݐ݀ ൌ

ܧ
|Ԧ݌| ൌ

ܧ
ඥ2݉଴ሺܧ െ ܸሻ

ൌ
ܧ

ඥ2݉଴ܧ௖
ൌ

ܧ
݉଴ݒ 

donde ݒ es la velocidad de la partícula. 

En un medio con índice de refracción ݊, sabemos que las componentes del potencial 
vector con el gauge de Coulomb,  verifican la ecuación de ondas 

ቆ׏ଶ െ
݊ଶሺݔԦሻ

ܿଶ
߲ଶ

ଶቇݐ߲ ܣ ൌ 0 

Si suponemos que ܣ es una onda de la forma 

ܣ ൌ  ଴݁௜ሺ௞ௌ೚ሺ௫Ԧሻିఠ௧ሻܣ

se verificarán entonces las ecuaciones 

଴ܣଶߘ ൅ ቀ݊ଶሺݔԦሻ െ ൫ߘሬԦܵ଴൯
ଶ

ቁ ݇ଶܣ଴ ൌ 0 
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ሬԦܵ଴ߘ2 · ଴ܣሬԦߘ ൅ ଴ܣଶܵ଴ߘ ൌ 0 

Se define la longitud λ de onda como 

ߨ2
λ ൌ ݇ ൌ

߱
ܿ  

Si el índice de refracción varía poco en distancias comparables con  la longitud de 
ondas   

݀݊
ݔ݀ λ ا 1 

entonces ܵ௢ verificará la ecuación de la eikonal 

൫ߘሬԦܵ௢൯
ଶ

ൌ ݊ଶሺݔԦሻ 

Es necesaria remarcar que la velocidad de fase  de los frentes de onda de fase 
constante de ܣ vendrá dada por 

݇݀ܵ௢ሺݔԦሻ െ ݐ݀߱ ൌ ݇หߘሬԦܵ௢ห݀ݏ െ ݐ݀߱ ൌ 0 

y por tanto 

௙ݒ ൌ
ݏ݀
ݐ݀ ൌ

߱
݇หߘሬԦܵ௢ห

ൌ
ܿ
݊ 

como era de esperar. Las  velocidades de fase ݒ௙ de los frentes de onda de la 
mecánica y la óptica están en una relación invertida con respecto a la velocidad 
propagación de la luz y la velocidad de la partícula. 

௙ݒ ൌ
ܿ
݊ ՞ ௙ݒ ൌ

ܧ
݉଴ݒ

óptica mecánica
 

Se comentar que mientras las superficies ópticas ܵ଴ se propagan con el tiempo real en 
el espacio de coordenadas, la propagación de las superficies ܵ` no corresponde con el 
movimiento en tiempo real de una partícula, y la analogía es solo respecto a la forma 
y las trayectorias.  

 

Todo esto sugirió a de Broglie la idea de asociar a una partícula una onda de materia 

con números ondas y frecuencia ԰ሬ݇Ԧ ൌ Ԧ y ԰߱݌ ൌ  ܧ

Si en la ecuación mecánica ponemos ܧ ൌ ԰߱ y ݒ௙ ൌ ߱λ ⁄ߨ2 , obtenemos la célebre 
ecuación de de Broglie, que asocia una longitud de onda λ con el  momento de una 
partícula no relativista ݉଴ݒ a través de la constante de Planck ݄ 
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λ ൌ
݄ 

݉଴ݒ 

Si a la partícula se le asocia también una función ߰ que verifique la ecuación de ondas 

ቆ׏ଶ െ
1

௙ݒ
ଶ

߲ଶ

ଶቇݐ߲ ߰ ൌ 0 

Si ponemos  

߰ ൌ ߰଴ሺݔԦሻ݁ି௜ఠ௧     y     ݒ௙ ൌ
ܧ

ඥ2݉଴ሺܧ െ ܸሻ
ൌ

԰߱
ඥ2݉଴ሺܧ െ ܸሻ

 

Obtenemos la célebre ecuación de Schrödinger de la mecánica cuántica de una 
partícula no relativista 

ቆ׏ଶ ൅
2݉଴

԰ଶ ሺܧ െ ܸሻቇ ߰଴ሺݔԦሻ ൌ 0 

Que se mantenga relación 

ܧ
|Ԧ݌| ൌ

߱
หሬ݇Ԧห

 

es debido a que ሺܧ, ,Ԧሻ y ൫߱݌ܿ ܿ ሬ݇Ԧ൯ son cuadrivectores en un espacio de Minkowski, y 
por tanto, se mantiene invariante ante las transformaciones de Poincaré la relación 

ଶܧ െ ܿଶ݌Ԧଶ ൌ ԰ଶ൫߱ଶ െ ܿଶ ሬ݇Ԧଶ൯ 

que es equivalente a la anterior expresión en el límite no relativista. Porqué la 
constante de proporcionalidad es la constante de Planck ԰, es uno de los secretos 
guardados todavía por la naturaleza. 

Si consideramos una partícula relativista en un campo potencial escalar ܸ, entonces se 
verificará  

ܧ ൌ ݉ܿଶ ൅ ܸ ൌ ଴݌ܿ ൅ ܸ 

y el cuadrivector de energía momento es ሺܿ݌଴,  Ԧሻ, por lo que se  verificará la݌ܿ
ecuación de energía 

ሺܧ െ ܸሻଶ െ ܿଶ݌Ԧଶ ൌ ݉଴
ଶܿସ 

Para ܸ ൌ 0, obtenemos la siguiente relación dispersiva de la onda que se ha 
comprobado experimentalmente para electrones libres con altas velocidades 

ቀ
߱
ܿ ቁ

ଶ
ൌ ሬ݇Ԧଶ ൅

݉଴
ଶܿଶ

԰ଶ  
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Esta ecuación también se puede interpretar como las componentes de la 
transformada Fourier de la ecuación de ondas 

ቆ׏ଶ െ
1
ܿଶ

߲ଶ

ଶݐ߲ െ
݉଴

ଶܿଶ

԰ଶ ቇ ߰଴ሺݔԦ, ሻݐ ൌ 0 

que es la ecuación de Klein-Gordon de la mecánica cuántica relativista para partículas 
con masa sin espín. 

 

Representación del campo electromagnético en ondas planas 
Hemos visto que los potenciales del campo electromagnético verifican las ecuaciones 

ఓࣛఉݔఓ߲ݔ߲ ൌ
݆ఉ

଴ߝܿ
 

con la condición adicional del gauge de Lorentz 

ఈ ࣛఈݔ߲    ൌ 0 

Hemos visto que la densidad hamiltoniana del campo electromagnético libre en el 
vacío viene dada por 

࣢௖ ൌ
1

଴ߝ2
ሬሬԦ஺Ԧߎ

ଶ ൅
଴ܿଶߝ

2 ൫׏ሬሬԦ ר Ԧ൯ܣ
ଶ
 

que no depende explícitamente del potencial escalar ׎ . Por ello en los tratamientos 
hamiltonianos, en el vacío donde no hay fuentes, es conveniente tomar el gauge de 

Coulomb ݀݅ܣ ݒԦ ൌ 0   en que se anula el potencial escalar, y trabajar solo con el 
potencial vector  

Ԧܣ ݒ݅݀ ൌ 0  ฺ    
׎߲
ݐ߲ ൌ 0  ՜ ׎  ൌ ଴ܣ ؠ 0 

Además ya hemos visto que el vacío sin fuentes se verifica 

߲
ݐ߲ ሬሬԦ׏ · ሬሬԦ஺Ԧߎ ൌ െߝ଴

߲
ݐ߲ ሬሬԦ׏ · ሬԦܧ ൌ 0 

Por tanto si ߎሬሬԦ஺Ԧ o ׏ሬሬԦ ·  ሬԦ es nulo en algún instante de tiempo, lo será también paraܧ
todos los tiempos. 

Con el gauge de Coulomb, el potencial vector es un campo transversal puro ܣԦ ؠ  Ԧ் yܣ

Ԧ௅ܣ ؠ 0. Entonces, el campo eléctrico será también un campo transversal 
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ሬԦ்ܧ ൌ െ
Ԧ்ܣ߲

ݐ߲ ሬԦ௅ܧ      ݕ     ൌ 0 

Puesto que ܣԦ verifica la ecuación dalambertiana 

0 ൌ Ԧ்ܣఓݔఓ߲ݔ߲ ൌ
1
ܿଶ

߲ଶܣԦ்

ଶݐ߲ െ Ԧ்ܣଶ׏ ൌ
1
ܿଶ

߲ଶܣԦ்

ଶݐ߲ െ ሬሬԦ׏   · Ԧ்ܣሬሬԦ׏ ൌ െ
1
ܿଶ

Ԧ்ܧ߲

ݐ߲ െ ሬሬԦ׏   ·  Ԧ்ܣሬሬԦ׏

Por tanto el campo eléctrico y el potencial adoptan una forma similar a las ecuaciones 
canónicas 

ሬԦ்ܧ ൌ െ
Ԧ்ܣ߲

ݐ߲  

Ԧ்ܧ߲

ݐ߲ ൌ െܿଶ  ׏ሬሬԦ ·  Ԧ்ܣሬሬԦ׏

Ԧ௅ܣ ൌ Ԧ௅ܣ ؠ 0 

Estas ecuaciones son gauge invariantes. Además son también invariantes relativistas 
de Poincaré aunque no tienen una forma covariante. 

Para la densidad hamiltoniana del campo electromagnético 

࣢௖ ൌ
1

଴ߝ2
ሬሬԦ஺Ԧߎ

ଶ ൅
଴ܿଶߝ

2 ൫׏ሬሬԦ ר Ԧ൯ܣ
ଶ
 

hemos visto que las ecuaciones canónicas de movimiento son 

Ԧܣ߲
ݐ߲ ൌ

1
଴ߝ

 ሬሬԦ஺Ԧߎ

ሬሬԦ஺Ԧߎ߲

ݐ߲ ൌ െܿଶߝ଴׏ሬሬԦ ר ሬሬԦ׏  ר     Ԧܣ

y también que 

ሬሬԦ஺Ԧߎ ൌ െߝ଴ܧሬԦ 

Derivando las anteriores ecuaciones respecto al tiempo se obtiene las ecuaciones de 
ondas 

߲ଶܣԦ
ଶݐ߲ ൌ െܿଶ׏ሬሬԦ ר ሬሬԦ׏  ר Ԧܣ ൌ ܿଶ׏ଶܣԦ 

߲ଶߎሬሬԦ஺Ԧ

ଶݐ߲ ൌ െܿଶߝ଴׏ሬሬԦ ר ሬሬԦ׏  ר
Ԧܣ߲
ݐ߲ ൌ ܿଶ׏ሬሬԦ ר ሬሬԦ׏  ר ሬሬԦߎ ൌ ܿଶ׏ଶߎሬሬԦ 

que se corresponden con las ecuaciones de osciladores armónicos de las componentes 
del desarrollo Fourier. 
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En adelante eliminaremos el subíndice de ߎሬሬԦ஺Ԧ, y utilizaremos la notación simplificada 

para designarlo como  ߎሬሬԦ. 

Hagamos un desarrollo un desarrollo serie de Fourier en ondas planas del potencial 
vector 

ఈሻݔ௜ሺܣ ൌ
1

√ܸ
෍ ቀܽ௞ሬԦ೙,ఙሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ ൅ כܽ

௞ሬԦ೙,ఙሺݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ೙·௫Ԧቁ
௞ሬԦ೙,ఙ

 

Siendo ሬ݇Ԧ௡ ൌ ଶగ
௅

൫݊ଵ,݊ଶ,݊ଷ,൯ donde ahora los ݊௜ son números enteros positivos. Por ݊ 

representamos al conjunto ݊ ൌ ൫݊ଵ,݊ଶ,݊ଷ,൯ de números positivos y ܸ ൌ  .ଷܮ
Evidentemente se verifica 

1
ܸ න ݁௜൫௞ሬԦ೙ି௞ሬԦ೙`൯·௫Ԧ

௏ಮ

ൌ  `௡,௡ߜ

En adelante omitiremos el subíndice ݊ y representaremos ሬ݇Ԧ௡ simplemente por ሬ݇Ԧ, 
entendiéndose que la suma se hace sobre todos los valores posibles ሬ݇Ԧ ൌ ଶగ

௅
൫݊ଵ,݊ଶ,݊ଷ,൯ 

ఈሻݔ௜ሺܣ ൌ
1

√ܸ
෍ ቀܽ௞ሬԦ,ఙሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ·௫Ԧ ൅ כܽ

௞ሬԦ,ఙሺݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ·௫Ԧቁ
௞ሬԦ

 

஺Ԧߎ
௜ ሺݔఈሻ ൌ

1
√ܸ

෍ ቀ݌௞ሬԦ,ఙሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ·௫Ԧ ൅ כ݌
௞ሬԦ ,ఙሺݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ·௫Ԧቁ

௞ሬԦ

 

La condición de de que se anule la divergencia será equivalente a 

0 ൌ
௜ܣ߲

௜ݔ߲ ൌ
1

√ܸ
෍ ݅ሬ݇Ԧ ቀܽ௞ሬԦ,ఙሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ െ כܽ

௞ሬԦ ,ఙሺݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ೙·௫Ԧቁ
௞ሬԦ

 

Es decir, las componentes  Fourier de las ondas planas son transversales a la dirección 
ሬ݇Ԧ de propagación 

ሬ݇Ԧ · ܽ௞ሬԦ,ఙ ൌ 0 

Tomando como base dos direcciones ortogonales en el plano perpendicular de 
propagación, haremos 

ܽ௞ሬԦ,ఙ ൌ ܽ௞ሬԦ,ఙ Ԧ݁௞ሬԦ,ఙ       

Donde Ԧ݁௞ሬԦ,ଵ y Ԧ݁௞ሬԦ ,ଶ representan dos vectores unitarios perpendiculares entre sí y  

ortogonales a la dirección de propagación de la onda plana ሬ݇Ԧ, que verifican 
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ሬ݇Ԧ · Ԧ݁௞ሬԦ,ఙ ൌ 0. Por ߪ se representa las dos direcciones de polarización transversales 
posibles de las componentes Fourier del potencial vector.  

Puesto que Ԧ݁௞ሬԦ ,ଵ, Ԧ݁௞ሬԦ ,ଶ y ሬ݇Ԧ/หሬ݇Ԧห forman un triedro de vectores unitarios será 

෍ ݁௞ሬԦ,ఙ
௜

ఙ

݁௞ሬԦ ,ఙ
௝ ൌ ௜௝ߜ െ

݇௜݇௝

ሬ݇Ԧଶ
 

Por tanto, el potencial vector vendrá representado por 

ఈሻݔԦሺܣ ൌ
1

√ܸ
෍ ቀ Ԧ݁௞ሬԦ ,ఙܽ௞ሬԦ,ఙሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ೙·௫Ԧ ൅ Ԧ݁כ

௞ሬԦ,ఙܽ௞ሬԦ ,ఙ
כ ሺݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ೙·௫Ԧቁ

௞ሬԦ,ఙ

 

ఈሻݔሬሬԦ஺Ԧሺߎ ൌ
1

√ܸ
෍ ቀ Ԧ݁௞ሬԦ,ఙ݌௞ሬԦ ,ఙሺݔ଴ሻ݁௜௞ሬԦ·௫Ԧ ൅ Ԧ݁כ

௞ሬԦ ,ఙכ݌
௞ሬԦ,ఙሺݔ଴ሻ݁ି௜௞ሬԦ·௫Ԧቁ

௞ሬԦ

 

Las componentes ܽ௞ሬԦ ሺݔ଴ሻ se calculan a partir de la ecuación de ondas que debe 
verificar el potencial vector. En el vacio sin fuentes, tenemos 

ቆ
1
ܿଶ

߲ଶ

ଶݐ߲ െ ଶቇ׏ Ԧܣ ൌ 0  

por lo que las componentes Ԧܽ௞ሬԦ  verifican la ecuación del oscilador armónico 

1
ܿଶ

݀ଶ Ԧܽ௞ሬԦ ,ఙ

ଶݐ݀  ൅ ሬ݇Ԧଶ Ԧܽ௞ሬԦ ,ఙ ൌ 0 

Puesto que ߎሬሬԦ஺Ԧ ൌ  ሬሬԦ஺Ԧ también verifica la ecuación de ondasߎ Ԧ, vemos queܣ଴߲௧ߝ

1
ܿଶ

݀ଶ݌௞ሬԦ,ఙ

ଶݐ݀  ൅ ሬ݇Ԧଶ ݌௞ሬԦ ,ఙ ൌ 0 

y además 

଴ሻݔ௞ሬԦ,ఙሺ݌ ൌ ଴ܿߝ
݀ Ԧܽ௞ሬԦ ,ఙ

଴ݔ݀  

Estas ecuaciones tienen la solución general armónica 

ܽ௞ሬԦ,ఙሺݔ଴ሻ ൌ ࣵ௞ሬԦ,ఙ݁ି௜
ఠೖሬሬԦ
௖ ௫బ

൅ ࣵ`௞ሬԦ,ఙ
כ ݁௜

ఠೖሬሬԦ
௖ ௫బ

 

଴ሻݔ௞ሬԦ,ఙሺ݌ ൌ െ݅ߝ଴߱௞ሬԦ ࣵ௞ሬԦ ,ఙ݁ି௜
ఠೖሬሬԦ
௖ ௫బ

൅ ଴߱௞ሬԦߝ݅ ࣵ`௞ሬԦ ,ఙ
כ ݁௜

ఠೖሬሬԦ
௖ ௫బ

 

siendo 

ቀ
߱௞ሬԦ

ܿ ቁ
ଶ

ൌ ሬ݇Ԧଶ 
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Ya hemos visto antes que las componentes Fourier verifican las ecuaciones de 
movimiento 

݀ܽ௞ሬԦ,ఙ

଴ݔ݀ ൌ
ܪ߲

௞ሬԦ,ఙ݌߲
ൌ ൛ܽ௞ሬԦ,ఙ, ,`Ԧݔ௖ሺܪ ሻൟݐ ൌ

1
଴ߝ

 ௞ሬԦ,ఙ݌

௞ሬԦ,ఙ݌݀

଴ݔ݀ ൌ െ
ܪ߲

߲ܽ௞ሬԦ,ఙ
ൌ ൛݌௞ሬԦ,ఙ, ,`Ԧݔ௖ሺܪ ሻൟݐ ൌ െߝ଴ ሬ݇Ԧଶܽ௞ሬԦ ,ఙ 

lo que nos lleva también a las mismas ecuaciones armónicas. teniendo en cuenta que  
los corchetes fundamentales de Poisson adoptan la expresión 

൛ࣵ௞ሬԦ,ఙሺݐሻ, ࣵ௞ሬԦ`,ఙ`ሺݐሻൟ ൌ ൛݌௞ሬԦ,ఙሺݐሻ, ሻൟݐ௞ሬԦ`,ఙ`ሺ݌ ൌ 0 

ቄܽ௞ሬԦ,ఙሺݐሻ, `௞ሬԦ`,ఙ݌
כ ሺݐሻቅ ൌ ቄܽ௞ሬԦ,ఙ

כ ሺݐሻ, ሻቅݐ௞ሬԦ`,ఙ`ሺ݌ ൌ  `௞ሬԦ,௞ሬԦߜ`ఙ,ఙߜ

Invirtiendo las ecuaciones armónicas obtenemos 

ࣵ௞ሬԦ,ఙሺݐሻ ൌ
1
2 ൭ܽ௞ሬԦ,ఙ ൅

݅
଴หሬ݇Ԧหߝ

௞ሬԦ,ఙ൱݌ ݁௜
ఠೖሬሬԦ
௖ ௫బ

 

ࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ሺݐሻ ൌ

1
2 ൭ܽ௞ሬԦ,ఙ െ

݅
଴หሬ݇Ԧหߝ

௞ሬԦ,ఙ൱݌ ݁ି௜
ఠೖሬሬԦ
௖ ௫బ

 

Las  nuevas componentes ࣵ௞ሬԦ,ఙverifican los corchetes de Poisson 

ቄࣵ௞ሬԦ,ఙሺݐሻ, ࣵ௞ሬԦ`,ఙ`
כ ሺݐሻቅ ൌ ቄࣵ௞ሬԦ,ఙ

כ ሺݐሻ, ࣵ௞ሬԦ`,ఙ`ሺݐሻቅ ൌ െ
݅

଴หሬ݇Ԧหߝ2
௞ሬԦߜ`ఙ,ఙߜ ,௞ሬԦ` 

Si definimos el cuadrivector  ത݇ ؝ ݇ఈ ൌ ሺఠ
௖

, ሬ݇Ԧሻ, la fase del desarrollo Fourier será 

entonces 

ത݇ · ҧݔ ൌ ݇ఈݔఈ ൌ ݐ߱ െ ሬ݇Ԧ ·  Ԧݔ

y el potencial vector en el vacío sin fuentes, se rescribirá como 

ఈሻݔԦሺܣ ൌ
1

√ܸ
෍ ቀ Ԧ݁௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ݁௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ ൅ Ԧ݁כ

௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ݁ି௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ቁ

௞ሬԦ,ఙ

     

ൌ
1

√ܸ
෍ ቀ Ԧ݁௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ݁ି௜௞ത ·௫ҧ ൅ Ԧ݁כ

௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ݁௜௞ത ·௫ҧቁ

௞ሬԦ,ఙ

 

De la anterior ecuación, se desprende que el potencial vector en el vacío donde no 
hay fuentes, se puede considerar análogo a un sistema de osciladores armónicos, con 
oscilación transversal a la  dirección de propagación de las ondas planas parciales. 
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Por tanto, el campo electromagnético se puede asimilar a un sistema de osciladores 
con un número infinito de grados de libertad. El campo electromagnético está 
definido por el estado de las amplitudes de los osciladores ܽ௞ሬԦ,ఙ, que se pueden 
considerar como las coordenadas del campo, cuyas ecuaciones de movimiento vienen 
determinadas por una hamiltoniana que coincide con la energía y que se denomina 
función de Hamilton del campo. 

El momento canónico del campo electromagnético en este caso vendrá dado por 

ሬሬԦ஺Ԧߎ ൌ െߝ଴ܧሬԦ ൌ ଴ߝ
Ԧܣ߲
ݐ߲ ൌ െ

଴ߝ

√ܸ
෍ ݅߱ ቀ Ԧ݁௞ሬԦ ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ݁௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ െ Ԧ݁כ

௞ሬԦ ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ݁ି௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ቁ

௞ሬԦ,ఙ

 

El campo eléctrico  y de inducción magnética en ondas planas será  entonces 

ሬԦܧ ൌ െ
ሬሬԦ஺Ԧߎ

଴ߝ
଴ߝ ൌ െ

Ԧܣ߲
ݐ߲ ൌ

଴ߝ

√ܸ
෍ ݅߱ ቀ Ԧ݁௞ሬԦ ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ݁௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ െ Ԧ݁כ

௞ሬԦ ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ݁ି௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ቁ

௞ሬԦ,ఙ

 

ሬԦܤ ൌ ሬሬԦ׏ ר Ԧܣ ൌ
1

√ܸ
෍ ݅ሬ݇Ԧ ר ቀ Ԧ݁௞ሬԦ ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ݁௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ െ Ԧ݁כ

௞ሬԦ ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ݁ି௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ቁ

௞ሬԦ,ఙ

 

 

Corchetes de Poisson para el campo electromagnético 
A partir de la representación de ondas planas, se obtienen fácilmente los corchetes de 
Poisson del potencial vector y su momento conjugado para el gauge de Coulomb  

ሼܣ௜ሺݔҧଵ, ,ሻݐ ,ҧଶݔ௝ሺܣ ሻሽݐ ൌ 0       ൛ߎ   ஺Ԧ
௜ ሺݔҧଵ, ,ሻݐ ஺Ԧ   ߎ

௞ ሺݔҧଶ, ሻൟݐ ൌ 0       

൛ܣ௜ሺݔҧଵ, ,ሻݐ ஺Ԧ   ߎ
௝ ሺݔҧଶ, ሻൟݐ ൌ

1
ܸ ෍ ௞ሬԦ,ఙߝ

௜ ௞ሬԦ,ఙߝ
௝ ݁௜௞ሬԦ·ሺ௫ҧభି௫ҧమሻ

௞ሬԦ,ఙ

ൌ
1
ܸ ෍ ቆߜ௜௝ െ

݇௜݇௝

Ԧ݇ଶ
ቇ ݁௜௞ሬԦ·ሺ௫ҧభି௫ҧమሻ

௞ሬԦ

ൌ 

 ൌ
௜௝ߜ

ܸ ෍ ݁௜௞ሬԦ·ሺ௫ҧభି௫ҧమሻ

௞ሬԦ

െ
1
ܸ ෍

߲
ଵݔ߲

௜
߲

ଶݔ߲
௝

݁௜௞ሬԦ·ሺ௫ҧభି௫ҧమሻ

Ԧ݇ଶ
௞ሬԦ

ൌ ҧଵݔሺߜ െ ҧଶሻݔ െ
1

ߨ4
߲

ଵݔ߲
௜

߲
ଶݔ߲

௝
1

ҧଵݔ| െ  |ҧଶݔ

Esta última relación también expresa  la relación de conmutación con el campo 
eléctrico 

ሼܣ௜ሺݔԦଵ, ,ሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܧ ሻሽݐ ൌ െሼܣ௜ሺݔԦଵ, ,ሻݐ ߲௧ܣ௝ሺݔԦଶ, ሻሽݐ ൌ െ
Ԧଵݔሺߜ െ Ԧଶሻݔ

଴ߝ
൅

1
଴ߝߨ4

߲
ଵݔ߲

௜
߲

ଶݔ߲
௝

1
Ԧଵݔ| െ  |Ԧଶݔ

Es de interés obtener también los corchetes de Poisson para diferentes instantes de 
tiempo. 
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Es de interés obtener los corchetes de Poisson y las relaciones de conmutación 
también a diferentes tiempos 

ሼܧ௜ሺݔԦଵ, ,ଵሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܧ ଶሻሽݐ ൌ
ܿ

଴ߝܸ
෍ ݁௞ሬԦ ,ఙ

௜ ݁௞ሬԦ ,ఙ
௝ ห ሬ݇Ԧห݊݅ݏ ቀሬ݇Ԧ · ሺݔԦଵ െ Ԧଶሻݔ െ ܿห ሬ݇Ԧหሺݐଵ െ ଶሻቁݐ

௞ሬԦ ,ఙ

 

ൌ
ܿหሬ݇Ԧห
଴ߝܸ

෍ ቆߜ௜௝ െ
݇௜݇௝

ሬ݇Ԧଶ
ቇ ห ሬ݇Ԧห݊݅ݏ ቀሬ݇Ԧ · ሺݔԦଵ െ Ԧଶሻݔ െ ܿห ሬ݇Ԧหሺݐଵ െ ଶሻቁݐ

௞ሬԦ

 

ൌ
ܿ

଴ߝܸ
෍

1
หሬ݇Ԧห

ቆ
௜௝ߜ

ܿଶ
߲

ଵݐ߲

߲
ଶݐ߲

െ
߲

ଵݔ߲
௜

߲
ଶݔ߲

௝ቇ ݊݅ݏ ቀሬ݇Ԧ · ሺݔԦଵ െ Ԧଶሻݔ െ ܿห ሬ݇Ԧหሺݐଵ െ ଶሻቁݐ
௞ሬԦ

 

Definiendo 

,Ԧݔሺܦ ሻݐ ൌ
1
ܸ ෍

1
หሬ݇Ԧห

൫ሬ݇Ԧ݊݅ݏ · Ԧݔ െ ܿหሬ݇Ԧหݐ൯
௞ሬԦ

ൌ
1

ሺ2ߨሻଷ න
1

หሬ݇Ԧห
൫ሬ݇Ԧ݊݅ݏ · Ԧݔ െ ܿหሬ݇Ԧหݐ൯݀ଷ

ோಮ

݇

ൌ െ
1

ሺ2ߨሻଶ
1

|Ԧݔ| න ൬ܿݏ݋ ቀหሬ݇Ԧหሺ|ݔԦ| െ ሻቁݐܿ െ ݏ݋ܿ ቀหሬ݇Ԧหሺ|ݔԦ| ൅ ሻቁ൰ݐܿ ݀ଷ݇
ஶ

଴

ൌ
1

|Ԧݔ|ߨ4 ൫ߜሺ|ݔԦ| െ ሻݐܿ െ |Ԧݔ|ሺߜ ൅  ሻ൯ݐܿ

y por tanto 

ሼܧ௜ሺݔԦଵ, ,ଵሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܧ ଶሻሽݐ ൌ
ܿ
଴ߝ

෍ ቆ
௜௝ߜ

ܿଶ
߲

ଵݐ߲

߲
ଶݐ߲

െ
߲

ଵݔ߲
௜

߲
ଶݔ߲

௝ቇ
௞ሬԦ

Ԧଵݔሺܦ െ ,Ԧଶݔ ଵݐ െ  ଶሻݐ

De igual forma se obtiene  

ሼܤ௜ሺݔԦଵ, ,ଵሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܤ ଶሻሽݐ ൌ
1
ܿଶ ሼܧ௜ሺݔԦଵ, ,ଵሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܧ   ଶሻሽݐ

ሼܤ௜ሺݔԦଵ, ,ଵሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܤ ଶሻሽݐ ൌ
1

଴ߝܿ
෍ ቆ

௜௝ߜ

ܿଶ
߲

ଵݐ߲

߲
ଶݐ߲

െ
߲

ଵݔ߲
௜

߲
ଶݔ߲

௝ቇ
௞ሬԦ

Ԧଵݔሺܦ െ ,Ԧଶݔ ଵݐ െ  ଶሻݐ

Los corchetes de Poisson de las componentes cruzadas del campo electromagnético 
vienen dadas por 

ሼܧ௜ሺݔԦଵ, ,ଵሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܤ ଶሻሽݐ ൌ 

ൌ
1

଴ߝܸ
෍ ቀ݁௞ሬԦ,ଵ

௜ ݁௞ሬԦ ,ଶ
௝ െ ݁௞ሬԦ,ଵ

௜ ݁௞ሬԦ ,ଶ
௝ ቁ หሬ݇Ԧห݊݅ݏ ቀሬ݇Ԧ · ሺݔԦଵ െ Ԧଶሻݔ െ ܿหሬ݇Ԧหሺݐଵ െ ଶሻቁݐ

௞ሬԦ,ఙ

 

Puesto que  
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݁௞ሬԦ,ଵ
௜ ݁௞ሬԦ,ଶ

௝ െ ݁௞ሬԦ,ଵ
௜ ݁௞ሬԦ,ଶ

௝ ൌ ௜௝௟൫ߝ Ԧ݁௞ሬԦ ,ଵ ר Ԧ݁௞ሬԦ,ଶ൯௟ ൌ ௜௝௟ߝ
݇௟

หሬ݇Ԧห
 

será entonces 

ሼܧ௜ሺݔԦଵ, ,ଵሻݐ ,Ԧଶݔ௝ሺܤ ଶሻሽݐ ൌ
1

଴ߝܸ
෍ ݊݅ݏ௜௝௟݇௟ߝ ቀሬ݇Ԧ · ሺݔԦଵ െ Ԧଶሻݔ െ ܿหሬ݇Ԧหሺݐଵ െ ଶሻቁݐ ൌ
௞ሬԦ,ఙ

 

ൌ െ
1
଴ߝ

߲
ଶݐ߲

߲
௟ݔ߲ Ԧଵݔሺܦ െ ,Ԧଶݔ ଵݐ െ  ଶሻݐ

Veremos más adelante que la función  ܦሺݔԦ,  ሻ tiene una relación directa con laݐ
funciones de Green y las teorías de causalidad. 

 

Ondas planas electromagnéticas  

Como hemos visto, el campo electromagnético, desarrollado en ondas planas viene 
dado por 

ሬԦܧ ൌ
଴ߝ

√ܸ
෍ ݅߱ ቀ Ԧ݁௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ݁௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ െ Ԧ݁כ

௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ݁ି௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ቁ

௞ሬԦ,ఙ

 

ሬԦܤ ൌ
1

√ܸ
෍ ݅ሬ݇Ԧ ר ቀ Ԧ݁௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ݁௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ െ Ԧ݁כ

௞ሬԦ,ఙࣵ௞ሬԦ,ఙ
כ ݁ି௜൫௞ሬԦ·௫Ԧିఠ௧൯ቁ

௞ሬԦ,ఙ

 

En el caso de una onda plana monocromática con una sola frecuencia, el vector 
eléctrico y  magnético son perpendiculares entre sí y estarían en un plano 
perpendicular a la dirección de propagación de la onda plana. 

La energía total del campo electromagnético  promediada en el tiempo vendrá dada 
por 

௖ࣱ ൌ ௖ܪ ൌ
଴ߝ

2 නܧۃሬԦଶ ൅ ܿଶܤሬԦଶܸ݀ۄ
௏∞

ൌ ଴ߝ2 ෍ ܿଶ ሬ݇Ԧଶࣵ௞ሬԦ,ఙࣵכ
௞ሬԦ,ఙ

௞ሬԦ,ఙ

 

El hamiltoniano que coincide con la energía de un sistema de osciladores se denomina 
función de Hamilton del campo. 

El momento lineal total del campo promediado en el tiempo viene dado por 

ሬܲԦ௖ ൌ Ԧܩ ൌ ଴ߝ නܧۃሬԦ ר ܸ݀ۄሬԦܤ ൌ ଴ߝ2 ෍ ܿหሬ݇Ԧหሬ݇Ԧ
௞ሬԦ,ఙ

ࣵ௞ሬԦ,ఙࣵכ
௞ሬԦ ,ఙ 

Vemos que se verifica que   หܩԦห ൌ ௖ࣱ ܿ⁄  como era de esperar. 
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Cada onda plana parcial lleva asociada una  cantidad de momento  

Ԧܩ ൌ ෍ Ԧ݃௞ሬԦ,ఙ
௞ሬԦ,ఙ

 

Ԧ݃௞ሬԦ,ఙ ൌ ଴ܿหሬ݇Ԧหሬ݇Ԧࣵ௞ሬԦߝ2  ,ఙࣵכ
௞ሬԦ ,ఙ 

y de energía 

௖ࣱ ൌ ෍ इ௞ሬԦ,ఙ
௞ሬԦ,ఙ

 

इ௞ሬԦ,ఙ ൌ כ଴ܿଶ݇ଶࣵ௞ሬԦ,ఙࣵߝ2 
௞ሬԦ,ఙ 

Los vectores unitarios Ԧ݁௞ሬԦ ,ఙ nos dan la dirección de vibración del campo eléctrico para 

cada onda plana parcial, y existen dos vectores, Ԧ݁௞ሬԦ ,ଵ y Ԧ݁௞ሬԦ,ଶ, perpendiculares entre ellos, 
que definen las direcciones de polarización lineal de la onda plana. Además verifican  

Ԧ݁௞ሬԦ,ଵ ר Ԧ݁௞ሬԦ,ଶ ൌ ሬ݇Ԧ/݇, por lo que se encuentran en el plano perpendicular a la dirección de 
propagación.  

Los vectores Ԧ݁௞ሬԦ,ଵ y Ԧ݁௞ሬԦ,ଶ definen dos direcciones de polarización lineal. La polarización 
circular vendrá definida en función de los vectores 

Ԧ݁௞ሬԦ ,ା ؝
1

√2
ሺ Ԧ݁௞ሬԦ,ଵ ൅ ݅ Ԧ݁௞ሬԦ ,ଶሻ 

Ԧ݁௞ሬԦ ,ି ؝
1

√2
ሺ Ԧ݁௞ሬԦ,ଵ െ ݅ Ԧ݁௞ሬԦ ,ଶሻ 

El momento angular de espín clásico promediado en el tiempo será entonces 

ሬԦ௘௦௣௜௡ܮ ൌ ߳଴ නܧۃሬԦ ר ۄԦܣ
௏

 ݀ଷݔ ൌ 2߳଴ܿ ෍ ሬ݇Ԧሺࣵ௞ሬԦ,ା
௞ሬԦ,ఙ

כࣵ
௞ሬԦ ,ା െ ࣵ௞ሬԦ,ିࣵכ

௞ሬԦ,ିሻ 

Es decir, el momento angular de espín clásico es proporcional a la diferencia entre las 
ondas polarizadas circularmente a la derecha y a la izquierda. 

Una conclusión importante, es que como vimos, la hipótesis de Einstein de que un 

fotón tiene un momento igual a ԰ሬ݇Ԧ , nos lleva ahora a que un fotón polarizado debe 
tener un momento angular asociado 

Ԧ݈ା ൌ
Ԧ݃௞ሬԦ,ା

หሬ݇Ԧห
ൌ ԰

ሬ݇Ԧ

หሬ݇Ԧห
 

Ԧ݈ି ൌ െ
Ԧ݃௞ሬԦ,ି

หሬ݇Ԧห
ൌ െ԰

ሬ݇Ԧ

หሬ݇Ԧห
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Aunque el espín es un concepto que sólo se justifica a través de la mecánica cuántica, 
no deja de sorprender que electromagnetismo  clásico se anticipe ya a algunas de las 
propiedades cuánticas de la luz. Esto se debe a que si los efectos de  un fenómeno 
cuántico, o la relación de dos magnitudes físicas, no depende de la constante de 
Planck, entonces las ecuaciones análogas de la física clásica son las mismas, ya que la 
física clásica es el límite de la mecánica cuántica cuando se hace nula la constante de 
Planck, para partículas bosones como los fotones. 

En el capítulo de teorías vectoriales  e invariantes vimos que ܮሬԦ௘௦௣௜௡ es una magnitud 
que se conserva en el tiempo. Ahora vemos que está asociada a la polarización 
circular, por lo que se denomina espín clásico. 

Otro aspecto de interés es que, como una  onda plana lleva una densidad de 
momento 

Ԧ݃௞ሬԦ,ఙ ൌ
इ௞ሬԦ,ఙ

ܿ
ሬ݇Ԧ

หሬ݇Ԧห
ൌ

ሬԦଶܧ଴ߝ

ܿ
ሬ݇Ԧ

หሬ݇Ԧห
 

Ejercerá también una presión. Si toda la onda fuese absorbida por un panel, esto daría 
lugar a una presión 

௥ܲ ൌ ܿΣ௞ሬԦ,ఙ Ԧ݃௞ሬԦ,ఙ ൌ Σ௞ሬԦ,ఙइ௞ሬԦ,ఙ ൌ इ௖ 

Si se introdujesen desfases aleatorios en las ܽ௞ሬԦ,ఙ, estos quedarían cancelados al 
calcular la energía media medida. Este efecto es lo que nos permite ver bajo 
iluminación no coherente como la de una bombilla.  


